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Résumé

Dans cette these, nous étudions la sommabilité du développement de Taylor de fonctions
appartenant a certains espaces de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité.

Le premier chapitre sert d’introduction a la théorie de la sommabilité dans les espaces de
Banach. Nous y présentons les principaux concepts tels que la définition d'une méthode
de sommabilité, la définition d’inclusion de méthodes de sommabilité et le théoréeme de

Silverman-Toeplitz.

La premiere partie comporte deux chapitres. Nous présentons les propriétés principales de
certaines familles de méthodes de sommabilité. Plus précisément, nous présentons les prin-
cipales méthodes de sommabilité étudiées dans cette these : les méthodes de Cesaro, les
méthodes de Riesz arithmétiques et les méthodes de série de puissances dont les méthodes
d’Abel généralisées, de Borel généralisées et la méthode logarithmique. Nous présentons
aussi les relations entre chacune de ces méthodes lorsqu’elles sont restreintes aux suites de
scalaires.

La deuxiéme partie comporte deux chapitres et porte sur la sommabilité dans les espaces de
Dirichlet pondérés D, ol w est une fonction non-négative et surharmonique. Nous exposons
brievement ces espaces de Hilbert au premier chapitre de cette deuxiéme partie. Ensuite,
nous montrons que les moyennes de Cesaro d’ordre & > 1/2 des sommes partielles de la
série de Taylor convergent vers la fonction originale dans la norme de D,,. Lorsque « = 1/2,
on montre que ce n’est plus le cas et il existe une fonction f € D,, telle que les moyennes
de Cesaro d’ordre & = 1/2 des sommes partielles de sa série de Taylor ne sont pas bornées
en norme. Ce résultat contraste grandement avec le résultat de M. Riesz pour l'espace A(DD)
(algebre du disque) et le résultat de Hardy pour I’espace H! (espace de Hardy). Les résultats
de cette partie ont été publiés dans le journal Complex Analysis and Operator Theory.

La troisieme partie a trois chapitres et traite des espaces de de Branges-Rovnyak. Apres avoir
présenté brievement la théorie de ces espaces au premier chapitre de cette partie, nous dé-
montrons qu’il existe un espace de de Branges-Rovnyak de fonctions holomorphes sur le
disque unité et une fonction f de cet espace avec les propriétés suivantes : méme si f peut

étre approximée par des polyndmes dans la norme de l'espace, ni les sommes partielles, ni
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les moyennes de Cesaro, d’Abel, de Borel et logarithmiques ne convergent vers f dans la
norme de I'espace. L'instrument principal pour démontrer ce théoreme est un résultat puis-
sant, montré dans la premiere partie, qui permet d’étendre aux suites de vecteurs dans un
espace de Banach une propriété d'une méthode de sommabilité vraie pour les suites de sca-
laires. Les résultats de cette partie ont été soumis au journal Integral Equations and Operator
Theory.

Enfin, la derniére partie de cette these traite d"un cas exceptionnel d’espace de Hilbert de
fonctions holomorphes sur le disque unité. En utilisant le concept de base de Markushe-
vich et en adaptant une construction de Johnson, nous construisons un espace de Hilbert
de fonctions holomorphes sur le disque unité tel que les polyndmes sont denses, mais les
polyndmes impairs ne sont pas denses dans 'espace des fonctions impaires. Comme consé-
quence de ce résultat, nous montrons qu’il existe une fonction f qui n’appartient pas a la
fermeture de l'espace vectoriel engendré par les sommes partielles de la série de Taylor de
f. Ainsi, aucune méthode de sommabilité triangulaire appliquée aux sommes partielles ne
permet d’approximer la fonction f dans la norme de I’espace. Les résultats de cette partie et

quelques variantes de celui-ci ont été soumis au journal Constructive Approximation.
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Abstract

In this thesis, we study summability questions on the Taylor expansion of functions belon-

ging to certain Banach spaces of holomorphic functions on the unit disk.

The first chapter serves as an introduction to the theory of summability in Banach spaces. We
present the main concepts such as the definition of a summability method, the definition of
inclusion of summability methods and the Silverman-Toeplitz theorem in the Banach space

setting.

The first part consists of two chapters and presents the main properties of certain families of
summability methods. More precisely, we present the main summability methods studied in
this thesis : Cesaro’s methods, Riesz’s discrete arithmetic methods and power series methods
including generalized Abel, generalized Borel and logarithmic methods. We also present the
relations between each of these methods when they are restricted to sequences of scalars.

The second part has two chapters and deals with summability in weighted Dirichlet spaces
D, where w is a non-negative superharmonic function. We briefly introduce these Hilbert
spaces in the first chapter of this second part. Then we show that the Cesaro means of order
« > 1/2 of the partial sums of the Taylor series converge to the original function in the norm
of D,. When a = 1/2, we show that this is no longer the case and there exists a function
f € D, such that the Cesaro means of order &« = 1/2 of the partial sums of its Taylor
series are unbounded in norm. This result contrasts sharply with M. Riesz’s classical result
on the convergence of Cesaro means of order « > 0 in the space A(ID) (the disk algebra) and
Hardy’s classical result on the convergence of the Cesaro means of order « > 0 in the space
H! (the Hardy space). The results of this part have been published in the journal Complex
Analysis and Operator Theory.

The third part consists of three chapters and treats the de Branges-Rovnyak spaces. After
having briefly presented the theory of de Branges-Rovnyak spaces in the first chapter of this
part, we prove that there exists a de Branges-Rovnyak space of holomorphic functions on
the unit disk and a function f belonging to this space with the following properties : even
if f can be approximated by polynomials in the norm of the space, neither the partial sums,

nor the Cesaro, Abel, Borel and logarithmic means converge to f in the norm of the space.



The main instrument to prove this theorem is a powerful result, established in the first part,
which allows extending a property of a summability method valid over sequences of scalars
to the sequences of vectors in a Banach space. The results of this part have been submitted
to the journal Integral Equations and Operator Theory.

Finally, the last part of this thesis treats an exceptional case of Hilbert space of holomorphic
functions on the unit disk. Using the concept of a Markushevich basis and by adapting a
construction of Johnson, we construct a Hilbert space of holomorphic functions on the unit
disk such that the polynomials are dense but the linear vector space spanned by the odd
polynomials is not dense in the space of odd functions. As a consequence of this result, we
show that there exists a function f which does not belong to the closure of the linear span of
the partial sums of the Taylor series of f. Thus no triangular summability method applied to
the partial sums can approximate the function f in the norm of the space. The results of this

part and some variants of it have been submitted to the journal Constructive Approximation.
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Introduction

Soit Hol(ID), I’espace des fonctions holomorphes sur le disque unité ID, muni de la topologie
de la converge uniforme sur les sous-ensembles compacts de ID. Un espace de Banach de
fonctions holomorphes sur le disque unité ID est un espace de Banach X C Hol(ID) tel que
l'inclusion canonique i : X — Hol(ID) est continue. Plusieurs espaces de fonctions sont
des espaces de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité : nous pouvons penser
aux espaces de Hardy, certaines familles d’espaces de Dirichlet a poids, les espaces de de
Branges-Rovnyak sur le disque unité et les espaces de Bergman A?.

D’apres des résultats classiques d’analyse complexe, chaque fonction f € Hol(ID) s’écrit
d’"une maniere unique comme

f(z) =) az" (zeD). (1)
n>0
Les coefficients a, sont appelés les coefficients de Taylor de la fonction f et la série (1) est
appelée le développement de Taylor ou la série de Taylor de la fonction f.

Dans plusieurs espaces de Banach X C Hol(ID), les sommes partielles, notées s, (f) (n > 0),
de la série de Taylor d'une fonction f € X convergent vers f dans la norme de 'espace.
Quelques exemples connus de tels espaces sont 'espace de Hardy H?, I’espace de Dirichlet
D et I'espace de Bergman AZ2. Ce fait est une conséquence directe de I'expression de leur

norme :

IfI5 =Y (n+Dlauf* (f €D)

n>0

I = 3 laul® (f € H?)

n>0

|an|? 2
1% = (f € A%).
4 1; n+1
Ce résultat est aussi valable pour les espaces de Hardy H” ou 1 < p < oo. Cette fois-ci, il
s’agit d'un résultat plus délicat : ¢’est une conséquence du fait que la transformée de Hilbert
de L? dans H? est bornée exactement pour ces valeurs de p (voir, par exemple, [30, p.108],
[23, IIL.3] ou [52, §2]). Par ailleurs, d’apreés des résultats de Zhu [52], les sommes partielles



convergent en norme vers f pour les espaces de Bergman pondérés A (—1 < a,1 < p < o)
et les espaces de Besov By, (1 < p < o).

Pour d’autres espaces de fonctions, les sommes partielles ne suffisent plus. Par exemple, 1al-
gebre du disque est I'espace A(ID) C Hol(ID) composé des fonctions holomorphes bornées

sur D, continues sur D et muni de la norme du suprémum
Ifllaw) := suplf(z)l (f € A(D)).
zc

En modifiant légerement la construction de du Bois-Reymond (voir, par exemple, [53, théo-
reme 1.14, VIIL1]), il existe une fonction f € A(ID) telle que sup, - |[su(f)[[ap) = oo
Heureusement, d’apres un résultat de Fejér [32, théoreme 3.1], les moyennes de Cesaro des
sommes partielles s, (f), définies par

1
n+1

n
on(f) = Y su(f) (f € A(D)),
k=0
convergent uniformément vers la fonction f € A(ID). En fait, en raison d"un résultat attribué
a M. Riesz [53, théoreme 5.1, IIL.5], les moyennes de Cesaro d’ordre &« > 0 des sommes
partielles s, (f), définies par

n
() = g5 LA (€ AMD), 0 20)

ol les constantes Aj, sont des coefficients binomiaux, convergent uniformément vers f. Un
phénomene identique se manifeste aussi dans le cas de ’espace H'. Dans ce contexte, le fait
que les sommes partielles divergent dans la norme de H! provient du fait que la transformée
de Hilbert de L' — H! n’est pas bornée (voir [52]). La convergence des moyennes de Cesaro
dans la norme de H! est une conséquence d’un résultat attribué a Lebesgue [53, théoreme
3.9, II1.3] et le cas des moyennes de Cesaro d’ordre « > 0 est une conséquence d"un résultat
attribué a Hardy ! [25].

En résumé, les moyennes de Cesaro servent de remede au défaut de la sommabilité des
sommes partielles du développement de Taylor dans les espaces A(D) et H'. D’apres ce
dernier résultat, on dit que la série de Taylor est C*-sommable (x > 0) vers f ou encore que

la suite (s, (f))n>0 est C*-convergente vers f dans dans la norme de ces espaces.

Récemment, Mashreghi et Ransford [42] ont introduit le concept de schéma linéaire d’approxi-
mations polynomiales (SLAP). Il s’agit d'une suite d’opérateurs linéaires bornés (T}),>0 out
chaque T, : X — X satisfait deux propriétés : pour chaque f € X, T,,(f) est un polyndme et
Tu(f) converge vers f dans la norme de 1’espace X. Les auteurs ont démontré qu'un espace
X < Hol(ID) posséde un SLAP si, et seulement si, I'espace X contient un sous-ensemble

1. Voir aussi l'article de Littlewood et Hardy [27] pour un traitement de la convergence des moyennes de
Cesaro dans les espaces H” ot 0 < p < 1.



de polyndmes qui est dense dans 'espace X et possede la condition d’approximation bor-
née. Lorsque X est I'un des trois espaces classiques H2, D et A%, un exemple d"un SLAP est
simplement T, (f) := s,(f), c’est-a-dire I'opérateur qui assigne a chaque f € X, la n-iéme
somme partielle de sa série de Taylor. Dans le cas out X est l'un des deux espaces A(ID) ou
H', un exemple d’un SLAP est T, (f) := 0, (f), ’est-a-dire I'opérateur qui assigne a chaque
f € X, la n-ieme moyenne de Cesaro des sommes partielles de son développement de Tay-
lor. Au vu de ces cas typiques, Mashreghi et Ransford ont alors proposé le probléeme général
suivant : existe-t-il des nombres complexes (a,,)}_, tels que

T.(f) = kian,ksk<f> (f € X)
=0

soit un SLAP? De tels SLAP s’appellent des méthodes de sommabilité matricielles triangulaires.
Le probléme revient donc a savoir s’il existe une méthode de sommabilité matricielle A telle
que la série de Taylor est A-sommable vers f dans la norme de 'espace.

Dans cette these, nous étudions cette question d’un point de vue plus général en considérant
une méthode de sommabilité A quelconque. L'objet principal a I’étude est donc la sommabi-
lité du développement de Taylor de fonctions appartenant a des espaces de fonctions holo-
morphes X — Hol(ID). Plus précisément, nous tentons de répondre a la question suivante :

Question Principale. Ftant donné X — Hol(ID) un espace de Banach, existe-t-il une méthode de
sommabilité A telle que la série de Taylor est A-sommable dans 'espace X ?

Plan de la theése

Pour répondre a cette question et rendre plus clair son énoncé, des le premier chapitre, nous
introduisons la nomenclature en théorie de la sommabilité dans le contexte des espaces
de Banach. En particulier, nous introduisons les définitions d'une méthode de sommabi-
lité, d’inclusion entre méthodes de sommabilité et de régularité d’une méthode. Sans entrer
dans les détails du chapitre 1, une méthode de sommabilité A définie sur un sous-espace
ca(X) C XNo (XNo est 'espace des suites) d’un espace de Banach X est une application li-
néaire A telle que lim4 (x,,),>0 existe ot lim, est un opérateur de limite. On dit alors que la
suite (x,)n>0 est A-convergente. Une méthode de sommabilité A est incluse dans une autre
méthode de sommabilité B si quand une suite est A-convergente vers un élément s (dans
la norme d’un espace de Banach X), alors cette méme suite est B-convergente vers le méme
élément s (toujours dans la norme de X). Nous montrons aussi une version du théoreme de

Silverman-Toeplitz dans le contexte des espaces de Banach.

Apres cette breve introduction a la théorie de la sommabilité, nous présentons au chapitre
2 des méthodes de sommabilité bien connues. Ces méthodes sont les méthodes de Cesaro,
les méthodes de Riesz arithmétiques discretes et les méthodes de série de puissances (com-
portant les méthodes d’Abel généralisées, les méthodes de Borel généralisées et la méthode



logarithmique). Nous y présentons plusieurs relations d’inclusion entre ces méthodes lors-
qu’elles sont restreintes aux suites de nombres complexes (ce que nous appelons la scalaire-
inclusion). Les résultats présentés dans ce chapitre suggerent la question suivante : si une
méthode A est scalaire-incluse dans une méthode B, est-ce que la méthode A est incluse
dans la méthode B? Nous répondons a cette question au chapitre 3 en considérant une suite
d’opérateurs linéaires bornés (S,),>0 a laquelle on applique une méthode de sommabilité.
Précisément, si X et Y sont des espaces de Banach et (S;,),,>0 est une suite d’opérateurs de X
dans Y, nous montrons que, s’il existe un sous-espace W C X dense dans X tel que S, (w)
converge en norme pour tout w € W, si une méthode A est scalaire-incluse dans B et si la
suite (S, (x))n>0 est A-convergente pour chaque x € X, alors (S,(x)),>0 est B-convergente
vers la méme valeur pour chaque x € X.

Dans la deuxieme partie de la thése, nous étudions les espaces de Dirichlet a poids, notés D,
ot w : ID — [0,c0) est une fonction appelée poids surharmonique. Un espace de Dirichlet

D, out w est surharmonique, est défini comme 1’ensemble

ott Dy (f) := % [p |f/(2)|Pw(z) dA(z). Ces espaces, ott w est une fonction harmonique, ont
été introduits par Richter [45] dans son étude des 2-isométries et ont été davantage étudiés
par Richter et Sundberg [46]. Les versions pour les poids surharmoniques ont été introduites
par Aleman dans sa theése de doctorat [1]. Dans le chapitre 4, on introduit la théorie de ces
derniers espaces. Mashreghi et Ransford [41] ont montré 'existence d’'un phénomene dans
les espaces D, analogue a celui de Du Bois-Reymond et de Fejér pour les séries de Fou-
rier. IIs ont montré qu’il existe un poids surharmonique w et une fonction f € D,, tels que
sup,~ l|sn(f)||p, = oo. Cependant, ils ont aussi montré que les moyennes de Cesaro o;(f)
convgrgent toujours vers f dans la norme de D,, quel que soit le choix du poids surharmo-
nique w et quel que soit la fonction f € D,,. Dans le chapitre 5, nous améliorons leur résultat
en montrant que, si « > 1/2, alors, pour tout poids surharmonique, les moyennes de Cesaro
0% (f) convergent vers f dans la norme de D,, quel que soit f € D, et sia« = 1/2, alors il
existe un poids surharmonique w et une fonction f € D,, tels que sup,~, ||or/2(f)|Ip, = o°.
Pour démontrer notre résultat, nous utilisons le fait que les méthodes de Cesaro d’ordre
a € [0, 1] sont équivalentes (sont incluses et contiennent) a la méthode de Riesz arithmétique.
De surcroit, nous appliquons la théorie des multiplicateurs d’"Hadamard de 1'espace D,,.
Cette derniére théorie a été développée dans [41]. Comme D,, sont des espaces de Hilbert,
nous nous attendions a ce qu’ils se comportent au moins aussi bien que 1’algébre du disque
A(ID) ou I'espace de Hardy H'. Cependant, ce n’est pas le cas et notre résultat montre qu’il
existe des exemples simples d’espaces de Hilbert de fonctions holomorphes sur le disque
qui se conduisent bien pire du point de vue de la sommabilité de leur série de Taylor.

Dans la troisieme partie de la thése, nous étudions les espaces de de Branges-Rovnyak H (b).
Ces espaces de Hilbert sont paramétrés par une fonction b de la boule unité de H* ot H* est



I’espace des fonctions f € Hol(ID) bornées. Ils ont été introduits par de Branges et Rovnyak
dans l’annexe de leur article [13]. La motivation était de fournir un modele mathématique a
la théorie de la diffusion quantique. En 1994, Sarason [50] a présenté une nouvelle définition
de ces espaces qui est équivalente a celle de de Branges et Rovnyak. Son nouveau point de
vue s’est avéré tres utile et a exhibé plusieurs connexions avec la théorie des opérateurs et
l'analyse complexe 2. Deux volumes [21; 22] traitant de ces espaces en détails sont mainte-
nant disponibles. Nous présentons les éléments de base des espaces #(b) au chapitre 6.

Les propriétés de ces espaces dépendent fortement de la nature de la fonction b : selon que
b soit un point extréme ou non-extréme de la boule unité de H*. Dans le cas ot b est un
point non-extréme, El-Fallah, Fricain, Kellay, Mashreghi et Ransford [15] ont démontré que
les polyndomes sont denses dans I'espace H (b). Ce fait était connu de Sarason [50, IV-2 et IV-
3], mais leur méthode permet, contrairement a celle de Sarason, de construire explicitement
les polyndmes qui approximent une fonction f € H(b). Est-ce que ces polynémes peuvent
étre les sommes partielles s, (f) du développement de Taylor? Les auteurs montrent dans
leur article qu’il existe un espace de de Branges-Rovnyak #(b) ot b est non-extréme et une
fonction f € H(b) tels que les sommes partielles et les moyennes de Cesaro divergent dans
la norme de H(b). Leur résultat est en fait bien plus fort que cela. Ils ont démontré que les

moyennes d’Abel, une méthode de sommabilité incluant la méthode de Cesaro, définie par

Ac(f) =1 —=7) Y su()r" (0<r<1)

n>0
divergent en norme pour une certaine fonction f € H(b) ou b est un point non-extréme. Au

chapitre 7, nous améliorons leur résultat en montrant que les moyennes logarithmiques

L) ="y oW oo

N log%nzon—i—l

divergent en norme pour une certaine fonction f € #H(b), oul b est un point non-extréme.
Il s’agit d'une amélioration puisque la méthode logarithmique contient plusieurs méthodes,
dont la méthode d’Abel. Ce résultat provient d’une formule intégrale reliant les moyennes
d’Abel et les moyennes logarithmiques. Par la suite, au chapitre 8, nous montrons de nom-
breuses conséquences de ce dernier résultat a d’autres méthodes de sommabilité telles que
les méthodes d”Abel généralisées et les méthodes de Borel généralisées. Les résultats obtenus

dans le chapitre 8 sont une conséquence du résultat d’inclusion du chapitre 3.

Enfin, la derniére partie de cette these traite d'un cas exceptionnel d’espace de Hilbert de
fonctions holomorphes sur le disque unité. En utilisant le concept de base de Markushevich
et en adaptant une construction de Johnson, nous construisons un espace de Hilbert de fonc-
tions holomorphes sur le disque unité ot les polynémes sont denses, mais les polyndmes im-

pairs ne sont pas denses dans le sous-espace des fonctions impaires. Comme conséquence de

2. Voir [50, VI] pour une application au théoréeme de Carathéodory sur les dérivées angulaires.



ce résultat, nous montrons qu'il existe une fonction f qui n’appartient pas a la fermeture de
l’espace vectoriel engendré par les s, (f) de la série de Taylor de f. Ainsi, aucune méthode de
sommabilité triangulaire appliquée aux sommes partielles ne permet d’approximer la fonc-
tion f dans la norme de 1’espace. Plus encore, nous montrons qu’il existe aussi une fonction
f qui n"appartient ni a la fermeture de 'espace vectoriel engendré par les dilatées, ni a la

fermeture de 'espace vectoriel engendré par les moyennes logarithmiques de la fonction f.



Chapitre 1

Théorie de la sommabilité dans les
espaces de Banach

L’objectif de ce chapitre est de présenter la nomenclature en théorie de la sommabilité et le
théoréme de Silverman-Toeplitz. Nous présentons aussi quelques exemples importants de
méthodes de sommabilité dont la méthode d”Abel et la méthode de Cesaro.

Les lettres X et Y désignent des espaces de Banach complexes munis de normes notées par
les symboles || - ||x et || - ||y respectivement. L'espace des opérateurs linéaires bornés de X
dans Y est noté B(X,Y) et il est muni de la norme d’opérateur || - || x_,y. Ainsi, le dual d’'un
espace de Banach complexe X est X* := B(X,C). La fonction identité Ix_,x : X — X est
définie par Ix_,x(x) = x.

Le couple (E, Tg) désigne un espace topologique localement compact et Hausdorff. Nous
allons aussi supposer que E n’est pas compact. Ceci nous permet d’affirmer que, si K C E est
un sous-ensemble compact, alors E — K est toujours non-vide. Eventuellement, nous allons
choisir E = [0,R) (0 < R < o0) muni de la topologie engendrée par les intervalles (a,b)
et [0,b) de [0,R) ou E = INp := IN U {0} muni de la topologie Tn, := P(INg) (I'ensemble

puissance de INp).

L'espace des fonctions de E dans X est noté par X£. On regarde l'espace XF comme un espace
vectoriel muni des opérations habituelles d’addition et de multiplication par un scalaire :

— (f+g)(t) = f(t) + g(t) pour tout t € Eet f,g € XE;
— (Af)(t) :== Af(t) pour tout t € E, pour tout A € C et pour tout f € XE.

Le zéro de X est la fonction 0 : E — X ot1 0(¢) := 0 pour tout t € E et 0 est I'élément neutre
de I'opération d’addition sur X.



1.1 Espaces de fonctions convergentes a 1’infini

La définition suivante est inspirée du livre de Rudin [49, définition 3.16].

Définition 1.1. Une fonction f € XE est convergente a I'infini ou converge a 'infini s'il existe
un élément x € X tel que, pour tout ¢ > 0, il existe un ensemble compact K, ot K = K(¢, x),
tel que

1f(r) = xllx <e (r &K).

On note ceci par lim,_, f(r) = x. L'ensemble des fonctions f € X qui convergent a I'infini
est noté ¢(E, X).

Définition 1.2. Une fonction f : E — X est faiblement convergente a l'infini ou converge faible-
ment a l'infini s’il existe un élément x € X tel que, pour tout € > 0 et tout ¢ € X*, il existe un

sous-ensemble compact K C E, ot K = K(g, x, ¢), tel que

l9(f(r)) — ()| <& (r&K).

On note ceci par lim;_,, f(r) = x. L'ensemble des fonctions f € Xt qui convergent faible-

(r)
ment & l'infini est noté ¢, (E, X).

Pour un compact K C E, on définit I'espace (% (E, X) par

(R(E,X) = {f € X* : sup||f(r)][x < oo}.
réK

Définition 1.3. L'espace des fonctions f € XE éventuellement bornées ! est 'ensemble

(®(E,X) = |J (R(E, X)
KCE

ot 'union est sur la famille des sous-ensembles compacts de E.

Deux cas particuliers d’espace topologique (E, 7¢) sont considérés dans cette these. Ces es-
paces menent a la définition de méthodes de sommabilité suite-fonction et de méthodes de

sommabilité matricielles.

Exemple 1.4. Soit E = Ny muni de la topologie 7r = P(INp). Dans ce cas, c(E, X), ¢«(E, X)
et (®(E, X) sont respectivement ’espace des suites convergentes dans X, I’espace des suites
faiblement convergentes dans X et 1’espace des suites bornées. On adopte la notation c¢(X)
pour ¢(X, E), c.(X) pour c.(E, X) et £*(X) pour {*(E, X). Dans ce contexte, on note plutot

lim,, o0 X, O X, := x(n) et x € XNo,

1. Lanotation utilisée pour 1’espace des fonctions éventuellement bornées se confond malheureusement avec
la notation de 1’espace des fonctions essentiellement bornées sur INp, ott Ny est vu comme l'’espace mesuré
(E,P(INp), #) et # est la mesure de dénombrement. Pour ce dernier espace, nous réservons plutot la notation
L= (#).



Exemple 1.5. Soit E = [0, R) (0 < R < oo) muni de la topologie engendrée par les intervalles
de la forme (a,b) et [0,b) de [0, R) (topologie induite de la topologie usuelle sur R). Dans
ce cas de figure, X[%R) est I’ensemble des fonctions f : [0,R) — X. De plus, une fonction
f € XIOR) est éventuellement bornée s'il existe un nombre Ry et un nombre M > 0 tels que
0<Ry<Ret

If()lx <M (Ro<r<R).

Une fonction est convergente a 'infini s’il existe x € X tel que pour chaque ¢ > 0, il existe

un nombre Ry tel que 0 < Rp < Ret
| f(r) —x|lx <e (Ro<r<R).

Pour cet exemple, on note plutdt lim, ,g- f(r) dans le cas oit R < o et lim, . f () lorsque
R = o0.

1.2 Nomenclature en théorie de 1a sommabilité

L’objectif de cette section est d’introduire la définition des méthodes de sommabilité que
nous traitons dans cette these. La caractéristique principale des méthodes traitées est qu’elles
produisent une fonction de X* a partir d'une suite. La nomenclature « sommabiliste » intro-
duite dans cette section provient de 1'ouvrage de Boos [3, chapitre 2] et du livre de Hardy
[26, chapitre 1].

Définition 1.6. Une méthode de sommabilité est un triplet (A, c4(X),lim,) composé

1. d’une application A : D4 — XE ot D4 C X™0 est un sous-espace vectoriel appelé le

domaine de A.

2. du domaine de sommabilité c4(X) := A~1(c(E, X)) de 'application? A, c’est-a-dire

ca(X) = {(Xn)nzo € XNo & (x,)us0 € Da et lim A(x,)n>0(r) existe},‘

r—0o0

3. de l'application de sommabilité lim 4 := lim oA]CA(X) tca(X) = Xoulim: ¢(E, X) = X

est I’opérateur de limite défini dans la section précédente.

Comme le domaine de l'application A est un sous-espace vectoriel, nous remarquons que
A est linéaire. Ainsi, I’application de sommabilité lim4 induite par A est aussi une applica-
tion linéaire. Certains auteurs préferent travailler avec 1’application lim4 directement plutot
que l'application A. Ils appellent d’ailleurs cette application un opérateur de limite (voir, par
exemple, [35] ou [31]). Cependant, comme le domaine de sommabilité c4(X) est en général
plus difficile a déterminer que le domaine D 4, nous préférons travailler avec la définition
1.6.

2. Par A71(S), on entend par la I'image réciproque de I’ensemble S par l'application A.



L'opérateur linéaire lim peut étre remplacé par une autre notion de limite. Entre autres, on
peut remplacer 1'opérateur lim par V'opérateur de limite faible, noté im* : ¢, (X,E) — X et
défini comme lim”* f := lim;_,, f(r) ot pour toute f € ¢, (E, X) (voir, par exemple, [35, §2]
ol on définit une méthode de sommabilité via I'opérateur de limite faible). Dans ce cas, nous

définissons I’ensemble c, 4 (X ) comme
coa(X) = {(xn)nzo € Dy : lim*A(xy)n>0 existe }

et nous posons lim), := lim" 0A

Cx, A (X).

Nous présentons maintenant quelques exemples de méthodes de sommabilité en nous ba-
sant sur la définition 1.6.

Exemple 1.7. Soit E := Ny et 7 := P(INg). On définit I'application I : XNo — XNo par

I(xn)nz0 = (Xn)nz0 ((Xn)n>0 € XNO).
Nous avons D; = XNo et

cr(X) = {(xn)nzo e XNo : lim x, existe}.

n—oo
Autrement exprimé, nous avons c;(X) = ¢(X), I'ensemble des suites convergentes. Une
suite (x,)n>0 € c7(X) est alors simplement appelée une suite convergente. L'expression de
I'application de sommabilité lim; est

limy(x,) >0 = im(xy,) >0 = nlgrgo xn (V(xp)n>0 € c(X)).

Le triplet (I,c;(X),lim;) est appelé la méthode de convergence traditionnelle ou méthode de
convergence forte pour 1’espace X. C’est simplement la notion de convergence convention-

nelle d'une suite (x,),>0 selon la norme || - ||x de I'espace X.
Exemple 1.8. Soit E = Ny et Tz = P(INp). On définit 'application C° : XNo — XNo par

CO(xp)n>0 := (xo +x1+x2+- -+ xn)n>0 ((xn)n>0 € XMNo).

Chaque élément de la suite C%(x,),>0 est appelé la n-ieme somme partielle ou la moyenne de
Cesaro d’ordre 0. Aussi, chaque élément de la suite Co(xn)nzo est noté s, pour chaque n > 0.
Nous avons Do = X™No et

coo(X) = {(xn)nzo € XNo : 1im oC%(x) 0 = nlgrolo Sy existe }

La méthode (C?, cqo(X),limeo) est appelée la méthode de sommation des séries ou la méthode
des sommes partielles. Ce nom lui va trés bien puisque le domaine de sommabilité de cette

méthode est exactement ’ensemble cs(X) ot

cs(X) = {(xn)nzo c xNo . ) x, converge dans X}

n>0
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Exemple 1.9. Soit E = Ny et 7¢ := P(INg). On définit I'application C : X™No — X™No par

Xo+x1+...+xp
n+1

cu@@W:( LN ((xtn)n=0 € XN0).

Chaque élément de la suite C(x,),>0 est appelé la moyenne de Cesaro d’ordre 1 et est noté oy,.

Nous avons D = XMNo et
cc(X) = {(xn)nZO € XNo : lim oC(xp ) >0 = )}iirgoan existe }

Le triplet (C, cc(X),limc) est appelé la méthode de Cesaro d’ordre 1 ou simplement la méthode
de Cesiro.

Exemple 1.10. Soit E := [0, 1). Pour une suite x := (x,),>0 € X", on définit 'application
A%:[0,1) — X par

si la série converge dans X. L'expression de AY(r) est appelée la moyenne d’Abel d’ordre 0
ou simplement la moyenne d’Abel de la suite (xy),>0. On définit maintenant 1’application
A% Dy € XNo — X0 par A%(x,)us0 := AY pour x := (x,)u>0 € D 4. En général, nous
avons D 40 € XNo et le domaine de sommabilité devient

[ee]

cq0(X) = {(xn)nzo € Dy : limoA®(x,),>0 = lim Y (1 —r)r'x, existe }

r—1- =0

Le triplet (A%, c40(X),lim 40) est appelé la méthode d’ Abel d’ordre 0 ou simplement la méthode
d’Abel.

Une autre maniere d’écrire la méthode d’Abel est de considérer les projections A? : XNo — X
(0 < r <1) définies par
A?(xn)nzo = Z (1—=7r)r"xy  ((xn)n>0 € DA?)

n>0
ou D 4 est le domaine de I'application A? défini par
Dy = {(Xn)nzg e xNo . Y (1 —r)r"x, converge dans X}.
n>0
Puis, 'application A? : XNo — X[01) est définie par I’expression suivante
A (x)uzo(r) = AXxn)nz0 ((xn)uzo € () Dpg, 0<7r<1).
0<r<1

Il s’agit de deux points de vue légitimes. Le premier présente clairement que 'image d’une
suite (x,),>0 par l'application A est une fonction de [0,1) dans X. Le deuxiéme divulgue
des opérateurs de projection. Comme nous allons le voir dans les prochaines parties de cette

thése, le deuxiéme point de vue est tres utile dans 1’étude de la sommabilité du développe-
ment de Taylor dans certains espaces de Banach de fonctions holomorphes.
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Définition 1.11. Soit A := (A, c4(X),lim,4 ) une méthode de sommabilité.

1. Unesuite (x,),>0 € X™N0 est convergente par la méthode A (ou A-convergente) si (x,) >0 €
Dy et (xn)nz() S CA(X).

2. Une série Y~ X, associée a une suite (x,)n>0 € XN est dite sommable par la mé-
thode A (ou A-sommable) si la suite (s,)n>0 des sommes partielles s, := Y}, xx est
A-convergente.

En toute généralité, il est difficile de déterminer le domaine de sommabilité d"une méthode
(A, ca(X),limy). Par exemple, lorsque X = C, c’est trés récent qu'une caractérisation com-
plete du domaine de sommabilité pour la méthode de Cesaro a été trouvée. Ce résultat se
trouve dans l'article de Leonetti [34].

Un exemple de question plus simple est de savoir, parmi les espaces de suites tels que c(X)
et (°(X), lesquels sont inclus dans le domaine D4 d'une méthode (A, c4(X),limy4)? Pour

étudier une telle question, on introduit la définition suivante.

Définition 1.12. Soit A := (A,ca(X),lim,) une méthode de sommabilité. Soit M C XNo
un sous-espace vectoriel et N C XF un deuxiéme sous-espace vectoriel. La méthode A est
appelée (M, N)-conservatrice si M C Dy et A(M) C N. On appelle (M, N) la classe des
méthodes A qui sont (M, N)-conservatrices.

Dans certaines situations, on utilise seulement le nom de 'application d’une méthode de
sommabilité A = (A,ca(X),lim,) afin de s’y référer. Selon cette convention, le domaine
Dy, le domaine de sommabilité c4(X) et 'opérateur de limite lim 4 associés a une méthode
de sommabilité sont sous-entendus. De plus, on utilise la notation A € (M, N) pour indiquer
que la métode A est (M, N)-conservatrice.
Nous nous concentrons sur trois classes de méthodes :

— A est bornée ou ¢ (X)-conservatrice si A € ({°(X),¢{*(E, X)).

— A est conservatrice ou c(X)-conservatrice si A € (¢(X), ¢(E, X)).

— A est conservatrice pour les séries convergentes ou simplement cs(X)-conservatrice si A €
(cs(X), c(E, X))-conservatrice.

Comme ¢s(X) C ¢(X), nous avons l'inclusion suivante

(es(X),c(E, X)) € (c(X), c(E, X)).

La méthode de Cesaro (C, cc(X), limc) présentée a ’exemple 1.9 est conservatrice et bornée.
Aussi, lorsque (x,)n>0 € ¢s(X) C ¢(X), nous avons lim, ,. X, = 0. Par conséquent, la
méthode de Cesaro est aussi cs(X)-conservatrice.
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La méthode de convergence traditionnelle et la méthode d’Abel, présentées a I'exemple 1.7 et

al’exemple 1.10 respectivement, appartiennent aussi a la classe des méthodes conservatrices.

La méthode de sommation traditionnelle (C°, cco(X),limeo) présentée a I’exemple 1.8 n’est
pas bornée. En effet, si x, = x ou ||x||x = 1, alors s, = nx et cette suite n’est pas bor-
née dans X. Hormis ce fait, elle est cs(X)-conservatrice et conserve méme la valeur de la
série. Pour certains types de méthodes de sommabilité, nous verrons plus loin comment
réexprimer une méthode cs(X)-conservatrice pour qu’elle prenne la forme d'une méthode
c(X)-conservatrice.

D’apres le lemme de Cesaro 3 nous avons

c(X) Cce(X) et limo, = limx, ((xp)n>0 € c(X)).

n—00 n—oo

De méme, d’apreés le théoreme d’Abel, nous avons

c(X) Ccp(X) et Lm A%(xy)us0 = lim x,  ((xn)n>0 € (X))

r—1- n—o0

ot (A% c40(X),lim 40) est la méthode d’Abel. On dit que les méthodes de Cesaro et d’Abel
sont régulieres. Donc, on introduit deux notions associées a la régularité.

Définition 1.13. Soit (A, c4(X),limy4 ) une méthode de sommabilité.

1. Laméthode A est réquliere si elle est c(X)-conservatrice et si

lim x, = lima (x,)n>0
n—oo -

quelle que soit (x,),>0 € c(X).

2. La méthode A est réguliere pour les séries ou CO-réguliere si elle est cs(X)-conservatrice

et limy, 0 Sy = lim (X, ) >0 quel que soit (xy,),>0 € cs(X).

La notion de régularité d’'une méthode de sommabilité s’exprime aussi de la maniére sui-
vante : le domaine de sommabilité de la méthode de convergence forte est inclus dans le
domaine de sommabilité de (A, c4(X),limy) et les restrictions des applications lim et lim4
a l'espace c(X) sont égales. Dans ce cas, on dit aussi que la méthode de convergence forte
est incluse dans la méthode de Cesaro. Nous généralisons cette notion d’inclusion et intro-
duisons le vocabulaire suivant. Ce dernier permet d’avoir des assises afin de comparer deux
méthodes de sommabilité.

Définition 1.14. Soit A := (A, ca(X),limy) et B := (B,cp(X),limp) deux méthodes de
sommabilité et M C XNo un sous-espace vectoriel.

3. Ce résultat est en fait postérieur a Cesaro et était connu de Cauchy. Il apparait aux pp. 48-50 de son Cours
d’Analyse de I'école royale polytechnique.
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1. Les méthodes A et B sont M-compatibles si M N ca(X) Ncp(X) # D et
limA(xn)nzo = hmB(xn)nZO/ (xn)nzo eMn CA(X) N CB(X).

Lorsque ca(X) Ucp(X) C M, on dit simplement que A et B sont compatibles. On dit
aussi que les méthodes A et B sont consistantes.

2. La méthode A est M-incluse dans la méthode B si M Nca(X) # @, si MNca(X) C
cg(X) et si A et B sont M-consistentes. On note ceci par A Cpr B. Lorsque c4(X) C M,
on dit simplement que A est incluse dans B et on écrit A C B.

3. Les méthodes A et B sont M-équivalentes si A Cp; B, B Cp A. Dans ce cas, on écrit
A ~p B. Lorsque c4(X) Ucg(X) € M, on écrit seulement A ~ B et on dit que la
méthode A est équivalente a la méthode B.

Par exemple, pour X = C, la méthode de Cesaro est incluse dans la méthode d’Abel (voir
le [3, théoreme 3.6.12]). Il serait possible de refaire la preuve présentée dans le livre de Boos
pour un espace de Banach en général, mais nous verrons a la premiére partie de cette theése
que dans un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité, les techniques
de I'analyse fonctionnelle nous permettent de généraliser ce résultat sous quelques hypo-
theses supplémentaires.

Dans cette these, nous allons nous concentrer sur deux types de méthodes de sommabilité :
les méthodes matricielles et les méthodes suite-fonction.

Définition 1.15. Soit (E, T¢) un espace topologique et soit une méthode de sommabilité A :=
(A, CA(X), hrnA)

1. La méthode A est appelée méthode de sommabilité suite-fonction si E = [0, R) pour R €
(0, 00] etl’application A est définie par une suite de fonctions (a,),>0 avecay, : [0,R) —
C telle que A(xp)u>0 € X O.R) est donnée par 'expression

A(xp)uzo(r) = Y an(r)xn (0 <7 <00, (xn)uz0 € Da).

n>0

2. Laméthode A est appelée méthode de sommabilité matricielle si E = INg et si ’application

A est définie par une matrice (@, )mn>0 de scalaires telle que

A(xn)n>0 = ( 2 ﬂm,nxn) N ((xn)n>0 € Da).

Pour une méthode de sommabilité suite-fonction (A, c4(X),lim,), le domaine de 1’applica-
tion A est donc le sous-espace vectoriel

Dy = {(xn)nZO : 2 a,(r)x, converge dans X, Vr € [0, R)}
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Pour r € [0, R) fixé, on définit un opérateur linéaire de projection A, : D4, C XNo 5 X par

Ar(xn)nzo = Z an(r)xn ((xn)nzo S DA,)/

n>0

Dy, = {(xn)nzo e xNo . Z a,(r)x, converge dans X}.

.
n>0

Par conséquent, nous avons la relation fondamentale suivante entre Dy et Dy, :

r

Da= () Da,.
re[0,R)
La méthode d’Abel de 'exemple 1.10 est une méthode de sommabilité suite-fonction déter-
minée par la suite (a,),>0 ot a,(r) = (1—r)r (0 <r<1,n>0).

Similairement, pour une méthode matricielle A associé & la matrice (@, )m,n>0 de scalaires,

on définit un opérateur de projection A, : XNo 5 X par

A (xn)nZO = Z Am,nXn

n>0

si la série converge dans X. On note par D4, le domaine de cette application, c’est-a-dire

Dy

m

= {(xn>n20 €Ny : Z Am,n Xy est convergente dans X}
n>0

Nous avons aussi que son domaine D 4 s’exprime par

D A= ﬂ D Am
m>0
La méthode de Cesaro de I'exemple 1.9 est une méthode de sommabilité matricielle déter-

minée par la matrice de scalaires (a,, )m,n>0 Ol

1

Ml Slngm

Amyp i= '
0 sin > m.
Toute méthode matricielle peut étre vue comme une méthode suite-fonction. L'exemple sui-

vant le démontre.

Exemple 1.16. Soit E = [0, o). Considérons la méthode matricielle A déterminée par la ma-
trice (am,n)mn>0 de scalaires. Définissons les fonctions by, : [0,00) — C comme by, (r) = ay,,
lorsque r € [m,m+1) (m,n > 0). Alors la méthode B déterminée par la suite de fonctions
(bn)n>0 est une méthode suite-fonction. Inversement, si on définit la méthode suite-fonction
par la suite de fonction (a,),>0 ot chaque fonction a, est constante sur chaque intervalle
[m,m+1) (m > 0), alors la méthode A définie par la matrice (aun)mn>0 OU App = an(m)

(m,n > 0) est une méthode matricielle.
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La méthode de Cesaro fait partie d'une sous-catégorie de méthodes de sommabilité matri-
cielles.

Définition 1.17. Une méthode de sommabilité A est une méthode de sommabilité matricielle
triangulaire si la matrice (@ n)mn>0 déterminant I’application A est une matrice triangulaire

inférieure, c’est-a-dire a,,,, = 0 lorsque n > m pour chaque m > 0.

1.3 Le théoreme de Silverman-Toeplitz

Dans le cas ot X = C, le célebre théoreme de Silverman-Toeplitz fournit des conditions

nécessaires et suffisantes pour qu'une méthode de sommabilité matricielle soit réguliere.

Théoreme 1.18 (Silverman, 1913; Toeplitz, 1911). Soit X = C et A une méthode matricielle
déterminée par la matrice de scalaires (ay, n)m n>0. La méthode A est réquliere si, et seulement si, les
conditions suivantes sont satisfaites :

1. sup,,~o Xn>0 |mn| < 00;

2. pour chaque entier n > 0, limy 00 Amn = 0 0it la convergence est dans (C, | -

)

3. limy 500 Y50 Amn = 1 0it la convergence est dans (C, | - |).

Il y a une autre version du théoreme de Silverman-Toeplitz qui procure aussi des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu'une méthode suite-fonction soit réguliére. Ces conditions
sont présentées ci-dessous (par ex. voir [26, théoreme 5]) :

— Yu>0lan(r)| converge pour tout r € [0, c0).
— Il existe un nombre Ry € [0, %) tel que supy , ., L= |an(r)| < 0.
— Pour chaque entier 1, nous avons lim,_,« a,,(r) = 0.
— limy 00 Y50 an(r) = 1.
Est-ce que ces conditions demeurent nécessaires et suffisantes dans le cas général des espaces

de Banach? La réponse est oui et la preuve est assez simple pour les méthodes suite-fonction.

Théoréme 1.19. Soit R € (0, 0] et soit A une méthode suite-fonction déterminée par la suite de
fonctions (a,)u>0. La méthode est réquliere si, et seulement si, les conditions suivantes sont respec-
tées :

1. Y50 |an(r)| converge pour tout r € [0, R);

2. il existe un nombre Ry € (0, R) tel que

sup Y [an(r)] < oo;

Ro<r<R n>0

3. pour chaque entier n > 0, lim, ,g- a,(r) = 0 oit la convergence est selon (C, | - |);

4. lim,_,g- Y50 an(r) = 1 oil la convergence est dans (C, | - |).
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Démonstration. Supposons que la méthode A soit réguliere. En considérant un homéomor-
phisme de [0, R) sur [0,00) (par ex. ¥ — log(R/(R —r))), on peut supposer, sans perte de
généralité, que R = oco. On remarque que, pour tout v € X fixé, 'ensemble des nombres
complexes C est isométriquement isomorphe a 'espace

M, :={Av: AeC}

par l'application A — Av ot ||v]|x = 1. Comme la méthode A est réguliere, elle est en parti-
culier réguliere sur M,. Comme M, est isomorphe a C, la méthode A est réguliere pour les
suites de scalaires. Ainsi, d’apres le théoreme classique de Silverman-Toeplitz, on en déduit

les quatre conditions du théoreme.

Réciproquement, supposons que les quatre conditions du théoreme soient respectées. Soit
(xn)n>0 € c(X). Nous allons montrer que la méthode satisfait les conditions suivantes :
(xn)n>0 € ca(X) etlima (xy)n>0(xn)n>0 = limy 00 X5, Posons x := limy,_, x,,. Tout d’abord,
d’apres la condition 1 et comme c(X) C £*°(X), la série }_,,~( a,(7)x" converge dans X pour
chaquer € [0, R). Ensuite, pour chaque entier N > 0, nous avons

|5 o], = | G-, (St 1)),

n>0
N
< Y laOlllxn—xlx+ Y laa(r)lllxn = xllx+| ¥ an(r) = 1) lxl1x.
n=0 n>N—+1 n>0
Posons

M i=max { sup [lx||x, [*]x, sup " [an(r)],1}.

n>0 RoSI’<R n>0

Soit ¢ > 0 et N un entier tel que ||x, — x||x < ¢/M pour tout n > N + 1. Par la troisieme
condition, pour chaque n =0,1,..., N, prenons R, 1 € (0,R) tel que |a,(r)| < e/M(N+1)
lorsque r € (R,4+1, R). Par la quatriéme condition, prenons Ry, tel que
’ Y an(r) — 1’ <e/M (Ryi2 <r<R).
n>0
Posons T := max{R, : n=0,1,..., N +2}. Avec ce choix de T, pour chaque T < r < R, on
obtient
H Y an(r)x, — xH < (e/M)sup ||x, — x||x + (/M) sup Y l|an(r)|+ (e/M)M
n>0 X n>0 Ro<r<Run>N+1

< 4e.

Ceci montre bien que lima (xy,)y>0 = X. O
Comme chaque méthode matricielle est une méthode suite-fonction, on en déduit que les

conditions du théoreme de Silverman-Toeplitz classique tiennent aussi pour les méthodes
matricielles appliquées a des suites d’éléments d'un espace de Banach X.
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Corollaire 1.20. Soit X un espace de Banach et A une méthode matricielle déterminée par la matrice
de scalaires (@y,n)mn>0. La méthode A est réguliere si, et seulement si, les conditions suivantes sont

satisfaites :

< o)

1. sup,,~g Xn>0 |,

2. pour chaque entier n > 0, limy 00 Ay,n = 0 0it la convergence est dans (C, | - |);

3. liMy—s00 Y50 @m,n = 1 0it la convergence est dans (C, | - |).

Nous avons aussi remarqué que la méthode des sommes partielles n’est pas réguliere. On
peut le voir maintenant plus clairement en analysant la premiere condition du théoréme
de Silverman-Toeplitz. En effet, la matrice représentant I'application C° de la méthode des

sommes partielles (C°, cco(X), limeo) est (¢3, ,,)mn=0 Ol

0o . 1 sin<m
’ 0 sin>m.

Onal, o cgw = m + 1 qui n’est pas uniformément borné en m. Cependant, par définition,
la méthode des sommes partielles est réguliere pour les séries. Voici un autre exemple qui

montre I'importance du choix d’écriture d’'une méthode de sommabilité.

Exemple 1.21. Certains auteurs préferent définir la méthode de Cesaro comme la méthode

matricielle déterminée par la matrice de scalaire (Cy,n)m,n>0 OU

{1—n/(m—|—l) sin <m
Cmn = .
0 sin > m.

Les moyennes de Cesaro d’une suite (x,),>0 € X™0 prennent alors la forme

m

o= 3 (10 ),

n=0

Lorsqu’on travaille avec une suite (x,),>0 qui représente les termes généraux d’une série
Yn>0 Xn, 'avantage de cette forme est que les moyennes de Cesaro sont exprimées en fonc-
tion des termes généraux de la série ), x,. On peut alors travailler directement sur ces
termes et non a partir de la suite des sommes partielles. Cependant, sous cette forme, la
méthode de Cesaro n’est pas réguliere puisque les coefficients ont la propriété suivante :

i (1) .

ce qui n’est pas zéro... Est-il possible d’établir un analogue du théoreme de Silverman-
Toeplitz pour ce type de méthode?

Un phénomene similaire se produit pour la méthode d”Abel.
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Exemple 1.22. Encore une fois, certains auteurs préférent définir la méthode d”Abel comme

la méthode suite-fonction déterminée par la suite de fonction (a,),>0 ol
ap(r) =" (0<r<1).
Les moyennes d’Abel d"une suite (x,),>0 € X™° prennent alors la forme

AV xp)nz0 = Y rxy
n>0
si la série converge dans X. Or, encore une fois, sous cette forme la méthode d’Abel ne
respecte pas les conditions du théoreme de Silverman-Toeplitz (pour les méthodes suite-
fonction) et n’est donc pas réguliere. Est-il possible d’obtenir des conditions nécessaires
et suffisantes pour caractériser la régularité pour les séries dans le cas de méthode suite-

fonction?

Pour répondre aux deux questions que nous venons de poser, on présente une maniére de
passer de la forme des moyennes de Cesaro présentée dans I'exemple 1.9 a la forme présen-
tée ci-dessus. En effet, en appliquant la méthode de Cesaro de I'exemple 1.9 a la suite des

sommes partielles (Sn)n>0 d’une série associée a une suite (Xn)nzo € XNo nous avons

1 & 1 & ! k
n+1k205k:n+1k§)(ﬂ+1—k>xk:l§)(1—n+1>xk.

De la méme fagon, il existe un lien entre la méthode d’Abel présentée a I'exemple 1.10 et la
forme présentée ci-dessus. En effet, en appliquant la méthode d’Abel de I'exemple 1.10 a la
suite des sommes partielles d"une série associée a une suite (x,),>0 € X™\°, nous avons (en

effectuant les calculs formellement seulement)

Y (L=r)"sy=s0+ Y "(sn—su—1) = ) r"xy

n>0 n>0 n>0

Ainsi, comme ), X, existe si, et seulement si, lim, .« s, existe, il est possible d"appliquer
les conditions du théoreme de Silverman-Toeplitz a la méthode d’Abel et de Cesaro sous
la forme de 1'exemple 1.9 et de 'exemple 1.10 respectivement. Cette approche permet de
déterminer les conditions afin de conserver la valeur de la série. En suivant cette stratégie,
I’analogue du théoreme de Silverman-Toeplitz pour les méthodes suite-fonction régulieres

pour les séries est énoncé dans le théoreme suivant.

Théoréme 1.23. Soit X un espace de Banach et soit R € (0, c0|. Soit B une méthode de sommabilité
suite-fonction donnée par la suite de fonctions (b, ) ,>o. La méthode B est CO-réguliere si, et seulement

si, les conditions suivantes sont satisfaites :
1. pour chaquer € [0,R), ¥_,>0 bn(7)x, converge dans X pour chaque (x,)n>0 € cs(X);

2. il existe un nombre Ry € (0,7) tel que supg o, g Yp=0 [bn(r) — bys1(r)] < oo,
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3. pour chaque n > 0, lim, g~ b, (r) = 1 oit la convergence est dans (C, | - |).

On obtient aussi I'analogue du théoreme de Silverman-Toeplitz pour les méthodes matri-

cielles réguliéres pour les séries.

Théoreme 1.24. Soit X un espace de Banach. Soit B une méthode de sommabilité matricielle donnée
par la matrice de scalaires (by, y ) n>0. La méthode B est CO-réguliere si, et seulement si, les conditions

suivantes sont satisfaites :
1. pour chaque m > 0, Y, >0 by nXn converge dans X pour chaque (x,)n>0 € cs(X);

2. supmzo ano ’bm,n - bm,'ﬂ-&-l‘ < )

3. pour chaque n > 0, limy, o0 byy,n = 1 0it la convergence est dans (C, | - |).
On note que les méthodes d’Abel et de Cesaro telles que présentées dans I'exemple 1.22 et

dans l'exemple 1.21 respectivement respectent les conditions des deux derniers théorémes

ci-dessus.
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Premiere partie

Inclusion scalaire et sommabilité dans
les espaces de Banach
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Chapitre 2

Exemples de méthodes matricielles et

suite-fonction

Nous nous tournons maintenant vers la présentation d’exemples de méthodes de sommabi-
lité matricielles ou suite-fonction, c’est-a-dire ot1 ’application A d"une méthode de somma-
bilité (A, ca(X),lim,) est soit définie par une matrice de scalaires ou une suite de fonctions
scalaires. Notre objectif est de présenter des résultats connus d’inclusion valides pour les

suites de scalaires.

Pour ce faire, on introduit la définition suivante. Dans la prochaine définition, on identifie
l’espace des nombres complexes avec l'espace M, := {Av : A € C} ot v € X est un vecteur

de norme un. Ainsi, I'espace c(C) est I'espace c4(X) N M".

Définition 2.1. Soient (A, ca(X),limy) et (B, cp(X), limp) deux méthodes de sommabilité.
1. Les méthodes A et B sont scalaire-consistantes si c4(C) Ncp(C) # @ et ima (xy)n>0 =
limp (x,, ) >0 pour toute suite (x,),>0 € ca(C) Ncp(C).
2. La méthode A est scalaire-incluse dans la méthode B, noté A C¢ B, sica(C) C cp(C) et

A est scalaire-consistante avec la méthode B.

3. La méthode B est scalaire-équivalente a la méthode Bsi A C¢ B et B C¢ A. On note ceci
par A ~¢c B.

Remarquons que cette derniere définition est simplement la définition 1.14 présentée au cha-
pitre précédent avec M := MQI,\I O =My, X My X ---.

Nous nous concentrons a présenter les méthodes de Cesaro et de Riesz arithmétiques dis-
cretes. Nous présentons aussi les méthodes définies a partir de séries de puissances comme
les méthodes d’Abel généralisées, les méthodes de Borel généralisées et la méthode logarith-

mique.
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2.1 Meéthodes de Cesaro

Nous avons présenté a I'exemple 1.8 et a 'exemple 1.9 la méthode des sommes partielles
(x = 0) et la méthode de Cesaro (¢ = 1) respectivement. Ces deux exemples font partie de la
famille des méthodes de Cesaro d’ordre a qui est maintenant présentée un peu plus dans les
détails.

Définition 2.2. Soita > 0 et (x,),>0 € X™0. La méthode de Cesaro (C?, ccx(X), limes ) est la
méthode de sommabilité dont I'application C* : X™No — XNo est donnée par

C*(xn)n>0 = ((nia i <n —ktic— 1>xk)n>0 ((Xn)us0 € XNO).

Ii% )k:O u

Les coefficients binomiaux apparaissant dans la définition sont définis par

<m+,8> :_ I(m+p+1)

B S T(m+1)I(B+1)
oul:C\{-1,-2,-3,...} —» C est la fonction Gamma satisfaisant 1’équation fonctionnelle
I'(z+1) = zI(z ) et egalant I'(z) = [y e 't=~1dt lorsque Re(z) > 0. Dans ce qui suit, on

notera les coefficients bmomlaux d’ordre m et B par Ab Par conséquent, chaque membre de

la suite C*(xy,),>0 s’écrit comme
CY(xn)n>0 = A"‘ ZA"‘ e (n>0).

La méthode de Cesaro d’ordre & > 0 est une méthode matricielle dont la matrice de scalaires

(Cnie)n =0 est

AL/AL sik<n
Cnk = .
0 sik > n.

Au chapitre précédent, nous avons montré que la méthode de Cesaro s’écrit aussi comme

Calsnhizo = Y- (1~ 22 )m

k=0

ol (5,)x>0 est la suite des sommes partielles d"une série }_, -, xx. On peut utiliser la méme

approche pour montrer que les moyennes de Cesaro se réexpriment comme

C“(Sn n>0 = ZAn K Xk- (21)
1’1 k=0

Il suffit d’appliquer la méthode de Cesaro a la suite des sommes partielles (s,,),>0 associée
a une série )~ x, et a utiliser le lemme 2.3 ci-dessous. Bref, sous cette derniere forme, la
méthode de Cesaro est appliquée a une suite (x,),>0 dont chaque élément représente le

terme général d’une série Xp.
n>0
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De plus, dans la forme (2.1), il est possible d’étendre la définition de la méthode de Cesaro
a des valeurs de @« > —1. Lorsque la valeur de a tend vers —1, nous obtenons la notion de

convergence traditionnelle, c’est-a-dire

lime- (x)uz0 = lim(x,)zo,  ((x)azo € (X)),

Lorsque la valeur de « est égale a 0, on obtient la méthode des sommes partielles et 1’appli-

cation de sommabilité devient la somme d’une série, ¢’est-a-dire

limeo (xp ) >0 = an, ((xn)nzo € cs(X)).

n>0

On peut interpréter la méthode de Cesaro lorsque —1 < a < 0 comme une notion intermé-
diaire entre la convergence de la série }_,~( x, et la convergence de la suite (x;),>0. Cest
d’ailleurs la forme (2.1) de la méthode de Cesaro qui est utilisée dans 1’étude des espaces de
Dirichlet a poids surharmoniques.

Dans cette section, nous distinguons les deux formes de la méthode de Cesaro. On référence
la premiere forme (de la définition 2.2) par C* et la deuxieme forme donnée par (2.1) de la
méthode par C*.

La méthode de Cesaro d’ordre & > 0 est réguliere et la méthode de Cesaro C* est régu-
liere pour les séries. En effet, elle respecte toutes les conditions du théoréme de Silverman-
Toeplitz et de la version de celui-ci pour les méthodes régulieres pour les séries. Pour vérifier

cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit a, B > 0. Alors l'identité suivante est vérifiée
n J—
Z(n k+a><k+,3>:<n+zx+ﬁ+1) (n>0).
= « B x+p+1

Démonstration. Cette preuve est basée sur le développement en série de Taylor des fonctions
(1—z)"'"*et (1 —z)~'"P lorsque |z| < 1. Nous avons

- n—+uw
(1—z) %= < >z” (lz] < 1).
Par conséquent, en effectuant le produit des séries de (1 —z) "'~ et (1 — z)~!~#, on obtient

(1-z) 2= (1) 81—z = ) (i (n —§+oc> <k—g,3>>zn

n>0 k=0

—2—B—u

En écrivant la série pour la fonction (1 — z) , on obtient

L) n ) )

n>0 n>0

Ceci fournit le résultat. O
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Théoréme 2.4. La méthode de Cesiro C* d’ordre a > 0 est réguliere. La méthode de Cesaro C*

d’ordre o > —1 est réguliere pour les séries.

Démonstration. 1lsuffit de vérifier les conditions du théoreme de Silverman-Toeplitz. D’apres
le lemme 2.3, avec « — 1 a la place de a et B = 0, nous avons

n 1 n B AIX
D lenkl = 27 Y A= S =1
k=0 n k=0 n
De plus, nous avons
AL T(n—k+a)/T(n—k+1)T(a) nn—1)---(n—k+1)

Ay Tn+a+1)/T(n+1)I(a+1) a(n—l—oc)(n—l—i—uc)--o(n—k—i—oc)

et cette derniére expression converge vers 0 lorsque n tend vers l'infinie. Ces deux derniers
faits permettent d’affirmer que les conditions du théoreme de Silverman-Toeplitz sont véri-
fiées et donc la méthode de Cesaro est réguliere. Le deuxiéme point du théoréme se montre
de la méme facon. O

Théoreme 2.5. Soit o, f € R.
1. Si0 < « < B, alors la méthode de Cesaro C* est scalaire-incluse dans la méthode de Cesaro Ch.

2. Si —1 < a < B, alors la méthode de Cesaro C¥ est scalaire-incluse dans la méthode de Cesaro
Ch.

Démonstration. Voir la preuve du théoreme 3.1.10 de [3] et la preuve du théoreme 43 de
[26]. O

2.2 Méthodes arithmétiques discrétes de Riesz

Nous nous penchons désormais sur les méthodes arithmétiques discretes de Riesz. Cette fa-
milles de méthodes est en fait le cas discret des méthodes typiques de Riesz. Les méthodes
typiques de Riesz sont de type suite-fonction et elles ont été introduites par Riesz afin d’étu-
dier les séries de Dirichlet. Hardy a aussi travaillé sur ce type de méthodes. Ensemble, Hardy
et Riesz ont publié un livre intitulé The general theory of Dirichlet’s series [28] ! ot ils présentent
des résultats de sommabilité de telles séries selon la méthode typique de Riesz. Pour plus de
détails sur ces types de méthodes, le lecteur est invité a consulter le livre 2 de Chandrasekha-
ran et Minakshisundaram [10].

On se contente de définir la méthode de Riesz arithmétique discrete puisqu’elle entretient

un lien étroit avec les méthodes de Cesaro C* d’ordre « entre —1 et 2.

1. Cet ouvrage est maintenant épuisé.
2. Non épuisé!

25



Définition 2.6. Soit « > —1. La méthode de Riesz arithmétique discrete est la méthode de som-
mabilité (R*, cge(X), limg«) dont 'application R* : XNo — XNo est définie par
n k o
[ — o No
R Gadnzo = (1 (1= 577) %), oy ((0ndazo € X7,

k=0

La méthode R* est une méthode matricielle donnée par la matrice de scalaires (7, x ), k>0 Ol

1- k) sik<
g i= <_”+1> stE=1
0 sik > n.

La méthode de Riesz arithmétique discrete respecte les conditions du théoréme 1.24. Ainsi,

on a le théoréme suivant.

Théoreme 2.7. Pour chaque x > —1, la méthode R* est réguliere pour les séries.

Cette méthode et son lien avec la méthode de Cesaro ont été investigués par Riesz [47] pour
les valeurs —1 < a < 1. Kuttner [33] a étendu les résultats de l'article de Riesz pour les
valeurs de 1 < a < 2. Les résultats de ces deux mathématiciens sont combinés dans le

théoréme suivant.

Théoréme 2.8 (Kuttner [33]; Riesz [47]). Pour chaque o € (—1,2], nous avons R ~¢ C%.

2.3 Meéthodes définies par des séries entieres

Dans cette section, nous dirigeons maintenant notre attention sur les méthodes de somma-
bilité définies a partir des coefficients d'une série entiére. La présentation de la définition
générale de ces méthodes suit essentiellement la §3.6 du livre de Boos [3]. Hardy discute
aussi de ces méthodes a la §4.12 de son ouvrage [26]. Nous présentons aussi un résultat de
Borwein [5] sur l'inclusion entre des méthodes de sommabilité définies par des séries en-

tieres. Il s’agit du théoreme 2.14 énoncé dans cette section.

La lettre p désigne une fonction définie par une série entiere et on pose

p(r) = Z par" (r €0, Rp))

n>0

ou p, > 0, po > 0 et le rayon de convergence est R, > 0. Comme p, > 0 (n > 0), nous
avons toujours que p(r) > 0 quel que soit r € [0, Rp). On définit maintenant une méthode

suite-fonction obtenue d’une série entiére.

Définition 2.9. Soit p donnée par une série entiere dont le rayon de convergence est R, > 0.
La méthode de sommabilité de série entiére associée a p est la méthode (P, cp(X),limp) ot
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l'application P est donnée via les applications P, : X™o — X définies par

1
Pr(xp)nz0 := —— Y puXar™ (0 <7 < Rp, (Xn)nz0 € Dp).

Comparativement aux méthodes des sections précédentes, il faut s’assurer que la série défi-
nissant P, (x,,),>0 soit convergente dans X. De plus, la méthode (P, c,(X), limp) est une mé-
thode suite-fonction obtenue de la suite de fonctions (a,),>0. Les fonctions a, : [0,R,) — C
sont définies par

an(r) =P (0<r<Ry,n>0)
n = S ,n=>0).

p(r) ’
Exemple 2.10. Soit p, = 1 pour chaque 1 > 0. Alors, nous obtenons p(r) = (1 —r)~! quon
note par a°(r). La méthode (A°, c40(X),lim 40) obtenue a partir de a° est la méthode d’Abel
et I’expression de chaque A? est

A)(xn)nz0 = (1=7) Y xur™ (0<7 <1, (Xn)nz0 € Do)

n>0

Lorsque le rayon de convergence R, n’est pas l'infini, la méthode de sommabilité associée a
p est appelée méthode de type Abel.

Exemple 2.11. Soit p, = % pour chaque n > 0. Alors, nous obtenons p(r) = e" qu’on
note par b(r). La méthode (B, cp(X),limp) obtenue a partir de b est la méthode de Borel et

I'expression de chaque B, est

Br(xn)nzo =e " Z

n>0

(0 S r < 00, (xn)nEO 6 DBY)'

Lorsque R, = oo, on nomme la méthode de sommabilité associée a la série entiere p une
méthode de type Borel. Qui plus est, dans ce type de méthode, nous préférons employer le
parameétre w en lieu et place du parameétre r.

Le prochain théoréme permet de caractériser les méthodes régulieres de type Abel. Il s’agit
d’une conséquence directe du théoreme de Silverman-Toeplitz.

Théoréme 2.12. Soit (P, cp(X),limp) une méthode de sommabilité de série entiére de type Abel. La
méthode P est réguliere si, et seulement si, p(r) — oo lorsque r — R,

Démonstration. Par la définition d’une méthode de sommabilité de série entiere, deux condi-
tions du théoreme de Silverman-Toeplitz sont automatiquement vérifiées, soient les condi-

tions suivantes :

— SUp,~p, ﬁ Y >0 Pn?" < oo pour un certain Ry € [0, Rp);
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- hmraR; ﬁ Yuso pat" = 1.

Ainsi, la seule condition jouant un réle est la suivante :

n
nl

— pour chaque entier n > 0, Z(T) — 0 lorsque r — R; .

Supposons que la méthode P soit réguliére. Dans ce cas, d’apres le théoreme de Silverman-
Toeplitz, elle satisfait la condition ci-dessus. D’apres cette condition et comme chaque p, > 0
etr" >0 (r > 0), on obtient lim, p(r) = .

Supposons maintenant que lim,_, R, p(r) = o0.Sin > 0 est fixé, notre hypothese implique
que lim,_, R, pat™/p(r) = 0. Ainsi, la condition manquante du théoreme de Silverman-

Toeplitz est satisfaite. O

Pour le cas des méthodes de type Borel, la régularité est plutdt caractérisée par le théoréme

suivant.

Théoréme 2.13. Soit (P, cp(X),limp) une méthode de sommabilité de série entiere de type Borel. La
méthode P est réquliere si, et seulement si, p(w) n'est pas un polynome.

Démonstration. Supposons que la méthode P soit réguliere. Dans ce cas, elle satisfait les
conditions du théoreme de Silverman-Toeplitz indiquée dans la preuve du théoréme pré-
cédent. En particulier, nous avons p,w"/p(w) — 0 lorsque w — o0. Supposons, si possible,
que p soit un polyndéme de degré N, disons p(w) = po + p1w + - - - + pyw!N. Ainsi, py # 0
et

N 1
fim PN — i =1
p + ot 1

prN prN—l

ce qui est une contradiction avec la condition limy, e pyw? /p(w) = 0. Ainsi, p(w) ne peut

pas étre un polynome.

n
Supposons que p n’est pas un polyndme. La seule condition a vérifier est lim, 757 ’ZZ) =

pour tout entier n > 0. Soit n > 0 un entier. Si p, = 0, la condition est automatiquement
remplie. Supposons que p, # 0. Comme p n’est pas un polynome, il existe un entier N > n
tel que py # 0. Comme p; > 0 et w € [0,0), nous avons que p(w) > pyw”, ce qui fournit

n n
0< lim P < fim 2" — P fim N1 — .
w—00 p(w) wWw—r00 pN(UN pN w—r00

Par conséquent, la méthode est réguliere puisqu’elle satisfait les conditions du théoréme de
Silverman-Toeplitz. O

Un résultat de Borwein permet de comparer deux méthodes de série entiere. Ce résultat est

le suivant.
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Théoréme 2.14 (Borwein, [5, théoreme A]). Soient (P,cp(X),limp) et (Q, co(X),limg) deux
méthodes de sommabilité de séries entiéres associées respectivement aux séries entiéres p et q de méme
rayon de convergence. Supposons qu'il existe un entier N, une mesure borélienne finie signée y sur
[0, 1] et un nombre 5 € (0,1] tel que, pour tout entier n > N,

1. py = qn fol du(t);

1 1
2. [y thdu(t) =8 [y t" |du(t)].
Alors, la méthode Q est scalaire-incluse dans P.

Ce dernier théoreme est utilisé dans la troisiéme partie de cette these.

Nous nous concentrons sur des exemples particuliers de méthodes définies par des séries
entieres. Celles-ci sont aussi étudiées dans la troisiéme partie de cette thése sur les espaces
de de Branges-Rovnyak.

2.3.1 Les méthodes d’Abel généralisées

Définition 2.15. Soit « > —1. La méthode d’Abel généralisée (A“, c4«(X), lim«) est la mé-
thode de sommabilité définie par la série entiere a*(r) := (1 —7) 1% (0 < r < 1).

Comme le développement en série entiere de la fonction (1 — ) 1% est
n+u«
n()
n>0 X
I'expression de I'application A% : X™No — X est

n+u
A (xn)nz0 = (1— 1)1+ Y < N )rnxn ((xn)n>0 € Dag).
n>0

Comme a*(r) — oo lorsquer — 1~ (« > —1), laméthode d’Abel généralisée A" est réguliére.
Borwein a montré la relation suivante entre les méthodes d’Abel généralisées lorsqu’elles
sont appliquées a des suites de nombres complexes. Il a fourni une premiere preuve dans
son article [4] et il en a ensuite donné une autre a la §5 de son article [5] en utilisant le
théoreme 2.14.

Théoréme 2.16 (Borwein, [5, §5]). Soient —1 < B < a. Alors, la méthode AP est scalaire-incluse
dans la méthode A*.
Enfin, la méthode d’Abel contient toutes les méthodes de Cesaro. Ce résultat est le [3, théo-

réme 3.6.11] dont la preuve est présentée a la page 163.

Théoréme 2.17. Pour tout « > 0, la méthode de Cesaro C* est scalaire-incluse dans la méthode
d’Abel (A, ca(X),limy).
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2.3.2 Les méthodes de Borel généralisées

La méthode de Borel généralisée est une importante méthode de sommabilité. Un livre de
Shawyer et Watson [51] est consacré a I’étude de ces méthodes de sommabilité. Nous suivons

essentiellement la présentation de ce livre pour introduire la méthode de Borel généralisée.

Le point de départ est la fonction de Mittag-Leffler. Il s’agit de la fonction E* (a > 0) définie
par

E@(w) := gl’(m(j:—l) (0 < w < ).

Il est possible de démontrer que cette fonction se comporte comme la fonction exponentielle
e Plus précisément, nous avons E( (w) ~ e“ /a lorsque w — co. Lorsque & = 1, la fonction

de Mittag-Leffler est simplement la fonction exponentielle.

Borwein [6] a introduit un autre type de fonction afin de généraliser la méthode de Borel de
I'exemple 2.11.

Définition 2.18. Soit & > 0 et soit f un nombre réel et N > 0 un entier tels que aN + 8 > 1.
La méthode de Borel généralisée est la méthode de sommabilité (B¥#, cpus(X), limpa.s) dont
I'application Bff,’ﬁ : XNo 5 X (0 < w < o) est définie par

B () nz0 = e ™ ) 71:1(

La méthode (B%P, cpup(X), limp.s) est une méthode de série entiere oti la fonction p est
o pant+p-l
= T(an+B)

Lorsque & = 1 et B = 1, on retrouve la fonction exponentielle et lorsque p = 1, on retrouve

plw) = (0 < w < ).

la fonction de Mittag-Leffler E* évaluée en w®. Dans I'expression de BYP, on remplace la
fonction p(w) par we™“ puisque, asymptotiquement, nous avons (voir 'ouvrage [51, §5.2]
ou l'article [6])

p@)~ - (w s oo).

La méthode (B*#,cpus(X),limp.s) est une méthode réguliere puisque p(w) n’est pas un
polynome. Pour plus de détails sur ces derniéres estimations et les propriétés plus fines de
la méthode de Borel généralisée, le lecteur est invité a consulter le [51, chapitre 5] ou 'article

[6].

2.3.3 Laméthode logarithmique

Le dernier exemple que nous examinons est la méthode logarithmique.
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Définition 2.19. La méthode logarithmique est la méthode de sommabilité (L, ¢ (X),limp)
définie par la série entiére I(r) := 1 log (ﬁ) de rayon de convergence R; = 1.

La série entiére de la fonction [ est

I(r)=Y_ 0<r<1).

Chaque application L, : XNo 5 X(0<r<1) prend alors la forme

r X"
Ly(xn)n>0 1= ((xn)n>0 € Dr,).
r n)n= logﬁ y;ln—i—l n)n=

Comme [(r) — oo, la méthode logarithmique est réguliere.

La caractéristique importante de la méthode logarithmique est qu’elle contient beaucoup de
méthodes de sommabilité. Entre autres, elle contient toutes les méthodes d’Abel généralisées

et toutes les méthodes de Borel généralisées.

Théoreme 2.20 (Borwein, [5]). Pour tout o« > —1, la méthode d’Abel généralisée A* est scalaire-

incluse dans la méthode L.

Sous une hypothese supplémentaire, la méthode de Borel généralisée est scalaire-incluse
dans la méthode logarithmique. Pour M C XNo une méthode de sommabilité A est M-
scalaire-incluse dans une méthode de sommabilité B si c4(C) "M C cg(C) et A et B sont

compatibles sur c4 (C) N M.

Théoreme 2.21 (Borwein-Watson, [7], Proposition 3). Soit des nombres x > 0, B € R et un
entier N > 0 tels que xN + B > 1. Soit M := D 4o oit D 40 est le domaine de la méthode d’Abel. La
méthode de Borel généralisée B*P est M-scalaire-incluse dans la méthode logarithmique.
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Chapitre 3

Sommabilité dans les espaces de

Banach via l'inclusion scalaire

Un type de théoreme qui permet d’étendre une propriété vraie sur un sous-espace de suites
de scalaires a un sous-espace de suites d’éléments d"un espace de Banach a été démontré
au chapitre précédent. Il s’agit du théoréme de Silverman-Toeplitz pour les méthodes suite-
fonction et les méthodes matricielles. En effet, la preuve du théoreme de Silverman-Toeplitz
pour les méthodes de sommabilité s’est faite en utilisant la régularité de la méthode sur les

suites scalaires. Ceci motive I'introduction de la définition suivante.

Définition 3.1. Soit (A, c4(X),limy4 ) une méthode de sommabilité. La méthode A est scalaire-
réguliere sic(C) C ca(C) etlimy (xy)n>0 = limy .0 X, quelle que soit la suite (x,,),>0 € c(C).
Une autre maniere de voir le principe de transfert du théoréme de Silverman-Toeplitz est le
résultat suivant.

Théoreme 3.2. Une méthode suite-fonction est réguliére si, et seulement si, elle est scalaire-réguliere.

L'objectif de ce chapitre est donc de voir si un tel principe de transfert s’applique a l'inclu-

sion! de méthodes de sommabilité.

3.1 L’inclusion scalaire implique 1'inclusion

Le prochain théoreme répond partiellement a cette question lorsqu’on applique une mé-
thode de sommabilité a une suite d’opérateurs linéaires bornés. On présente le théoréme
dans le cas particulier ot E = [0, R) ou1 0 < R < co. Dans ce cas particulier, co = R.

1. Il est a remarquer que le théoréme de Silverman-Toeplitz est un théoréme d’inclusion de la méthode de
convergence forte dans une méthode de sommabilité.
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Dans la preuve, nous allons utiliser la caractérisation de lim, .- f(r) = x en terme des
suites. Précisément, nous avons lim, .z~ f(r) = x si, et seulement si, pour toute suite (7,),>0

telle que r, — R~ (n — 0), nous avons lim,_,e f(7y) = x.

Théoréme 3.3. Soient (A, ca(X),limy) et (B, cp(X),limp) deux méthodes de sommabilité régu-
lieres. Soit X et Y des espaces de Banach. Soit S : X — Y et S, : X — Y (n > 0) des opérateurs
linéaires bornés. Supposons que

1. Su(x) — S(x) pour tout x € W oir W est un sous-ensemble dense de X ;
2. (Su(x))n>0 est A-convergente vers S(x) pour tout x € X;
3. A est scalaire-incluse dans B.

Alors, pour tout x € X, la suite (S,,(x))n>0 est B-convergente vers S(x).

Démonstration. Soit (a,)n>0 et (by)n>0 les fonctions définissant les méthodes A et B.

Supposons que, pour tout x € X, (S,(x))n>0 est convergente selon la méthode A vers S(x).
Alors, pour tout x € X et tout 7 € [0, R), nous avons

Y au(r)Su(x) converge dans X et  S(x) = lima(S,(x))nzo0-

n>0

Nous voulons démontrer que la suite (S,(x)),>0 est aussi convergente selon la méthode B

vers S(x). Nous allons donc montrer que
i) la série ), >0 bu(r)Sy(x) est convergente dans Y pour tout x € X et toutr € [0,R);
ii) limp(S,(x))n>0 = S(x) pour tout x € X.

Nous commengons par i). Soit r € [0, R) et x € X fixés. La suite (S,(x)),>0 est A-convergente
vers S(x). Soit ¢ € Y*. Par la linéarité et la continuité de ¢, nous avons

(L an(1Si(x)) = L an(r)p(S(x)).

n>0 n>0

Ainsi, la suite (¢(S,(x)))n>0 converge vers ¢(S(x)) selon la méthode A. Comme A C¢ B,
nous avons que la suite (¢(S,(x)))n>0 est B-convergente vers ¢(S(x)). En particulier, la série

Y >0 bn(7)9(Sn(x)) est convergente dans C et donc bornée :

sup‘Zb )‘<oo.

N>0 ' n=

En utilisant la linéarité de ¢, nous avons donc

sup‘<p<2b ))‘<oo.

N>0 n=
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Ceci étant vrai quelle que soit ¢, d’apres le théoréeme de Banach-Steinhaus, on en déduit que

N
sup H ;}bn(r)sn(x)HY < o0.

Ceci étant aussi vrai quel que soit x € X, une deuxieme application du théoréme de Banach-

Steinhaus permet de conclure que

< oo0. (3.1)

N
M; :=sup H ng%)bn(r)sn oy

N>0

Soit x € Xetw € W tels que ||[x — w||x < &/Mj;. Par hypothese, nous avons S, (w) — S(w)
lorsque n — oo. Comme B est une méthode réguliére, il s’en suit que (S, (w)),>0 converge
vers S(w) selon la méthode B. En particulier, la suite (Y_ b, (r)S,(w))n>0 est de Cauchy
dans Y et donc || Y32, ba(7)Su(w) |y < € pour des entiers m, m; assez grands. Pour de tels
entiers my et my, il s’en suit que

f bn(r)Sn(w)H

n=my

%: bn(r)Sn(x)HY < Hniyz bn(r)Sn(x—w)Her

n=my

Y

<

|x —wl||x +¢
X—=Y

ny

Y bu(r)Sy
n=my
< 2Mje/M; +¢€ = 3e.

Par conséquent, la série }_,~ b, (7)Su(x) est de Cauchy. Ceci démontre que Y~ b, (r)S,(x)
est une série convergente dans 1’espace X quel que soit r € [0, R). Ceci termine la démons-
tration du premier point.

Passons maintenant a la démonstration de ii). Définissons I'opérateur SP : X — Y par I'ex-
pression
SE(x) =Y bu(r)Su(x) (x € X).

n>0
D’apres la preuve du point i), la série définissant SP(x) est convergente, ce qui assure que
SB est bien définie et est linéaire. De plus, d’apres (3.1), il s’en suit que S? est un opérateur
linéaire borné de X dans Y. Comme nous l'avons vu dans la démonstration du point i),
pour chaque x € X et ¢ € Y*, la suite (¢(S,(x)))n>0 est convergente vers ¢(S(x)) selon la
méthode B. En d’autres mots, nous avons

¢(S7 (x)) = ¢(S(x))  (r— R7). (3.2)

Nous voulons démontrer que S?(x) — S(x) lorsque r — R~. Soit (r,),>0 une suite telle
que r, — R~ lorsque n — oo. D’apres (3.2), nous avons que ¢(S8 (x)) — ¢(S(x)) lorsque
n — 00. On en déduit que

sup|¢(SE (x))| <00 (p €Y', x € X).

n>0
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En appliquant une premiere fois le théoreme de Hahn-Banach et de Banach-Steinhaus (voir
[49, théoreme 5.8]), on trouve que

sup||sE (x)|ly < o0 (x € X).
n>0

A appliquant une deuxiéme fois le théoréme de Banach Steinhaus, on obtient que

My := sup [|S5 [[x-y < oo.
n>0

Etant donné x € X et e > 0, on choisit w € W tel que
|x —wl||x < e/ max{My, ||S||x-v}

De plus, par la régularité de B, nous avons S? (w) — S(w) lorsque n — co. Par conséquent,
il existe un entier N tel que

IS5, (w) = S(w)|ly <& (n>N).
Pour n > N, nous obtenons

158 (x) = S(x)ly < IS5 (x = w) ||y + IS (w) — S(w) |y + |S(w — x) ||y
< Mpllx —w(|x + &+ ||S][x—v[lw — x| x
< Mae/ My + e+ ||S||x—ve/[|S]|x—y = 3e.

Ainsi, an (x) — S(x) lorsque n — oo. Comme la suite (7,),>0 est arbitraire, on conclut
que SB(x) — S(x) lorsque r € R™. Autrement dit, (S,(x)),>0 converge vers S(x) selon la
méthode B. Ceci termine la démonstration du deuxiéme point et du théoreme. O

La preuve s’adapte facilement pour les méthodes matricielles. Dans ce cas, nous n’avons pas
besoin de passer par la caractérisation de la limite a 'infini en termes des suites. De plus, ce
résultat s’étend a tout espace topologique localement compact, non-compact et métrisable
dont le compactifié d’Alexandrov (la « one-point compactification ») est métrisable. Pour
plus de détails sur les espaces dont le compactifié d’Alexandrov est métrisable, le lecteur
peut consulter l'article [38].

I faut remarquer que la régularité de la méthode A n’a pas été utilisée. Ainsi, il est pos-
sible d’enlever cette hypothese du théoreme. Aussi, ’espace topologique (E, 7¢) ne joue pas
un role particulier dans la preuve du résultat ci-dessus (seulement pour donner un sens de
convergence a l'infini). Ainsi, les méthodes A et B peuvent avoir des parametres qui appar-
tiennent a deux espaces topologiques différents. De plus, la condition S, (w) — S(w), pour
tout w dans un ensemble dense dans X, semble essentielle afin de conclure que (S, (x)),>0
converge vers S(x) selon la méthode B. Serait-il possible de retirer cette hypothese et ob-
tenir la méme conclusion sur la convergence de la suite (S,(x)),>0? Ceci ne semble pas
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possible puisque cette hypothése semble aussi étre essentielle pour démontrer que la série
Y >0 bn(7)Sn(x) (x € X) converge dans X (on démontre que cette derniére série est de Cau-

chy dans X en utilisant cette hypothese).

Cependant, si cette hypothese est laissée de coté, il est seulement possible de démontrer
que la suite Y b,(7)S,(x) est faiblement de Cauchy. En effet, comme la suite (S, (x))x>0
est convergente selon la méthode A vers S(x), il s’en suit (comme nous 'avons vu dans la
preuve ci-dessus) que la suite (¢(S,(x)))n>0 est convergente vers ¢(S(x)) selon la méthode
B pour tout x € X et toute ¢ € Y*. En particulier, la série }_,~q b, (r)$(Su(x)) est conver-
gente dans C pour chaque r € E. Ainsi, la suite (Y2 b, (r)¢(S,(x))) N0 est de Cauchy
dans C pour chaque r € E. D’aprés la linéarité de ¢, on en déduit seulement que la suite
(p(XN b, (r)Sn(x))) N0 est de Cauchy dans C. Généralement, une suite qui est faiblement
de Cauchy n’admet pas toujours de limite faible. L'algebre du disque A(ID) est un exemple
d"un tel espace (voir [12, exemple 4.5]). Dong, il ne semble pas possible de retirer '’hypothese
sur l'existence de I'ensemble dense W. Néanmoins, une conséquence du théoreme d’Alao-
glu [12, théoréme 3.1, p. 130] assure que si X est réflexif, alors toutes les suites faiblement de
Cauchy admettent une limite faible [12, corollaire 4.3, p. 132]. Si tel est le cas, 'espace X est
faiblement séquentiellement complet. En ajoutant cette hypothése assez forte sur X, on obtient

le résultat suivant.
Théoréme 3.4. Soit X un espace de Banach. Soit (A, ca(X),limg) et (B, cp(X),limp) deux mé-
thodes de sommabilité suite-fonction. Supposons que

1. A est scalaire-incluse dans B;

2. X soit réflexif.

Alors, la méthode A est faiblement incluse dans B.

Dans 1’énoncé du théoréme précédent, une méthode A est faiblement incluse dans B si les

conditions suivantes sont satisfaites :
i C*,A(X> - Cx,B (X)/
— lim} (xy)n>0 = limp(xy)n>0 pour toute (x,)n>0 € cx,a(X).

Pour les méthodes suite-fonction, 1’ensemble ¢, 4(X) associé a une méthode A est défini

comme

coa(X) = {(xn n>0 € XNo : ) au(r)x, est faiblement convergente dans X
n>0

et lim, 4 (x,)n>0 existe .}

Il y a aussi une version du théoréme 3.3 pour les méthodes régulieres pour les séries.
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Théoréme 3.5. Soient (A, ca(X),limy) et (B, cp(X),limp) deux méthodes de sommabilité régu-
lieres pour les séries. Soit X et Y deux espaces de Banach. Soient S : X — Y, S, : X — Y (n > 0)
des opérateurs linéaires bornés. Supposons que

1. Y3 o Sk(x) = S(x) pour tout x € W oit W est un sous-ensemble dense de X ;
2. (Sn(x))n>0 est A-sommable vers S(x) pour tout x € X;
3. A est scalaire-incluse dans B.

Alors, pour tout x € X, la suite (S,,(x))n>0 est B-sommable vers S(x).

Démonstration. La démonstration est pratiquement la méme que celle du théoreme 3.3. La
seule différence est qu’il faut utiliser la régularité pour les séries au lieu de la régularité pour
les suites. O

3.2 Conséquences sur la sommabilité du développement de Taylor

Soit D := {z € C : |z] <1} le disque unité du plan complexe. Rappelons que l'espace
Hol(ID) est 1’espace des fonctions holomorphes définies sur le disque unité. Sa topologie

est celle de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de ID.

Un espace de Banach de fonctions holomorphes sur ID est un espace de Banach X qui est un sous-

ensemble de Hol(ID) tel que I’application d’inclusion canonique X — Hol(ID) est continue.

Chaque fonction f(z) admet un développement de Taylor autour de z = 0 de la forme
f(z) =) a.z" (zeD).
n>0

On définit les sommes partielles du développement de Taylor par
su(f)(z) ==} a2,
k=0

La série de Taylor d'une fonction f € X est sommable par une méthode de sommabilité A si
la suite (s, (f))n>0 € ca(X). Lorsque I'ensemble des polyndmes est dense et que la méthode
de sommabilité est réguliere, le théoreme 3.3 a la conséquence suivante pour les espaces de
Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité.

Corollaire 3.6. Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D. Soit (A, ca(X),lim,)
et soit (B, cg(X), limp) deux méthodes de sommabilité régulieres. Supposons que

1. I'ensemble des polyndmes soit inclus et dense dans X ;

2. A soit scalaire-incluse dans B.

Si la série de Taylor de f est A-sommable vers f pour toute f € X, alors la série de Taylor de f est
B-sommable vers f pour toute f € X.
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Démonstration. Si on vérifie les hypothéses du théoréeme 3.3, nous allons obtenir la conclu-
sion du corollaire. Le restant de la preuve consiste donc a vérifier que toutes les hypotheéses

du théoréme sont vérifiées.

Posons W le sous-espace des polyndmes. Par hypothése, I’ensemble des polyndmes est dense
dans X. Définissons l'opérateur S, : X — X par l'expression S,(f) := s,(f) pour f € X
(I’opérateur qui assigne les sommes partielles du développement de Taylor d"une fonction
f € X)etS(f) = f I'opérateur identité sur X.

Tout d’abord, montrons que chaque S, est continu (n > 0). Pour f € X avec f(z) = Y50 an2"
AN

ou 4, = “——, nous avons

n_ £(n)
ERGIPES sl AECATEN
k=0 '

L’application Dy : Hol(D) — C définie par Di(f) := f*)(0) est continue et linéaire sur
Hol(DD). Comme I'inclusion X < Hol(ID) est continue, il s’en suite que la restriction Dy| P
X — C est une fonctionnelle linéaire continue sur X, quel que soit k > 0. Ainsi, il existe des

constantes Cy (k > 0) telles que

FR0)] < Celifllx-

En utilisant ce dernier estimé, on obtient

15l < (3 orl1#1) 1

k=

Puis, pour chaque polynome p avec N := deg p, nous avons

Su(p) =sn(p)=p (n>N).

Par conséquent, lim,,,« S, (p) = p pour tout p € P. Enfin, par hypothese, la méthode A est
scalaire-incluse dans B.

Supposons maintenant que la série de Taylor de toute fonction f € X est A-sommable vers
f. Ceci indique que la suite (s, (f))n>0 est A-convergente vers f. Comme S,(f) = s,(f),
I'hypotheése de sommabilité pour la méthode A est vérifiée. Par le théoreme 3.3, on peut

donc conclure que (s, (f))n>0 est B-convergente vers f quelle que soit f € X. O

Ce dernier résultat sera cité a de nombreuses reprises dans cette these. Il constitue une géné-
ralisation de I'argument utilisé au [39, théoréme 6.1]. On peut remplacer a nouveau la régu-
larité par la régularité pour les séries pour obtenir un résultat semblable pour les méthodes

régulieres pour les séries.
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Deuxieme partie

Résultats de sommabilité pour les
espaces de Dirichlet pondérés
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Chapitre 4

Espace de Dirichlet a poids

surharmoniques

Nous nous tournons maintenant vers certains espaces de Banach de fonctions holomorphes

sur le disque unité : les espaces de Dirichlet a poids surharmoniques.

Dans ce chapitre, la lettre ID désigne le disque unité ouvert {z € C : |z| < 1} et sa fermeture
est D. Sa frontiere, le cercle unité, est notée T := dD. L'expression d6 désigne simplement la
mesure de Lebesgue de dimension un. L'espace LP(T) (0 < p < oo) estl’espace des fonctions
f: T — Ctelles que | f|F est intégrable. La mesure de Lebesgue en deux dimensions est notée

dA(z). Lespace L' (ID) est I'ensemble des fonctions intégrables sur ID selon la mesure dA.

Soit1 < p < oo un nombre réel. L'espace de Hardy HP est1’ensemble des fonctions f € Hol(ID)
telles que lim,_,;- M, (; f) < oo ot1

ey L [P ey e
My(rif) = 5 [ 1 (e do.
L'application || - |[gr : H? — [0, c0) définie par ||f||gr := lim,_,;- M,(r; f) est une norme
sur H?. D’ailleurs, pour p € [1,00), nous avons que si f, — f dans H?, alors f, — f
uniformément sur les sous-ensembles compacts de ID. Par conséquent, les espaces H? sont
des espaces de Banach de fonctions holomorphes. Pour le cas p = oo, 'espace de Hardy H*
est I’ensemble des fonctions f € Hol(ID) telles que sup,_,_; Mw(7; f) < 00 0lt Meo(7; f) :=
sup;cy | f(r{)|. Dans ce cas, (H*, || - || 4=) est I'espace des fonctions analytiques bornées sur

D et il constitue un espace de Banach.

Chaque fonction f € HP possede des limites radiales presque partout, c’est-a-dire que
f*(0) = lim, ;- f(rQ) existe pour presque tout { € T. La fonction f* est aussi notée f
et nous avons que f € LP(T). On peut trouver la preuve de ces faits par exemple dans le
livre de Duren [14].
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4.1 Poids surharmoniques

Avant d’introduire les poids surharmoniques, nous passons en revue quelques notions clés

des fonctions surharmoniques.

Une fonction u : ID — R est surharmonique si u est semi-continue inférieurement et satisfait
une inégalité de la moyenne locale. Plus précisément, une fonction # : D — R est surhar-
monique si

— pour chaque t € R, l'ensemble {z € D : u(z) > t} est ouvert dans D;

— pour chaque z € D, il existe p > 0 tel que

u(z) > 217T/2nu(z+rei9)d9 (0<r<p).

Une fonction u : ID — RR est sous-harmonique si —u est surharmonique.

D’apres le [44, théoreme 2.5.1] appliqué a la fonction —u, ol u est superharmonique, nous
avons le résultat suivant.

Théoreme 4.1. Soit u : ID — R une fonction surharmonique telle que u # oo identiquement. Alors
u est localement intégrable, c’est-a-dire que [, |u|dA < oo pour chaque sous-ensemble compact
KCD.

Nous pouvons maintenant introduire ce qu’est un poids surharmonique.
Définition 4.2. Un poids superharmonique w sur ID est une fonction surharmonique telle que

w(DD) C [0, 00).

Comme w est une fonction surharmonique non-négative, la fonction —w est une fonction
sous-harmonique négative. La fonction harmonique & = 0 est un majorant harmonique de
—w. Ainsi, d’apres le [44, théoreme 4.5.4], il existe un plus petit majorant harmonique h
(h < 0) et une mesure de Radon y définie sur D telle que

~w(z) = h(z) - [ log P_&h—mp Wl (zeD).
Ainsi, w s’écrit

w(z) = —|—/ log‘ g_ &

De plus, comme —h est une fonction harmonique non-négative, il existe une mesure non-

=ik GeD).

négative sur le cercle unité telle que —h se représente comme 1'intégrale de Poisson de cette
mesure (voir, par exemple, [49, théoréme 11.30]). Par conséquent, en réunissant le tout en

une seule mesure, il existe une mesure y définie sur ID non-négative telle que

1—|z
rli—2

w(z) = +/kgf_Qh_MP W) (zeD). @1)
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En particulier, lorsque w est une fonction harmonique, le support de la mesure y associée est
inclus dans T.

Exemple 4.3. Soit 1 := 6; lamesure de Dirac, ot ¢ € T.Pour E C D mesurable, cette mesure
est définie comme
1 z€E

O07(E) := .
¢(E) 0 igE

L’expression du poids harmonique associé a la mesure y est la fonction

12
we(z) = |1z—|z||2 (z e D).

La fonction w; est appelée un poids de Poisson. Ce nom provient du fait que la fonction

P(z,{) := w¢(z) est le noyau de Poisson.

Exemple 4.4. Pour y := J; la mesure de Dirac en un point { € ID, I'expression du poids

harmonique associé a cette mesure est la fonction

B —lz| 2
we(z) —log‘ 7z ‘1_|€|2 (z e D).

Exemple 4.5. Pour y := dA la mesure de Lebesgue de dimension 2 du disque unité, ’ex-
pression du poids harmonique associé a cette mesure est w = 1 sur D.

Théoréme 4.6. Si w est un poids superharmonique sur 1D, alors w € L(ID).

Démonstration. D’apres le théoreme 4.1, la fonction w est localement intégrable sur ID. De
plus, d’apres le [44, théoréme 2.6.8(a)], la fonction r +— (1/72) f\z\<r w(z) dA(z) est une fonc-
tion décroissante de logr (0 < r < 1). En fixant 0 < r; < 1, nous avons

L w)dAe) < 1/< w(z)dA(z) (n<r<1).

2 Jiel<r 1

En laissant r — 17, d’apres le théoreme de convergence monotone (voir [49, théoreme 1.26]),

on obtient
[ wz)da) < 1 [ wk)da).
D 7’1 ‘Z‘S”l
Conséquemment, la fonction w appartient a L! (D). O

4.2 Espaces de Dirichlet a poids surharmoniques

N

Nous commengons par les espaces de Dirichlet pondérés par un poids w : ID — [0,0) ot
w € L}(ID). Nous suivons la présentation de la §1.6 de I'ouvrage [17].
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Définition 4.7. Soit w un poids sur D tel que w € L'(ID). L'intégrale de Dirichlet pondérée est

définie par

1
Dulf) = — [ I @)Pw()dAR) (f € Do)
L'espace de Dirichlet pondéré est ’ensemble
Dy :={f € Hol(D) : Dy,(f) < oo}.
Muni des opérations habituelles d’addition et de multiplication par un scalaire sur I'espace
des fonctions, I'ensemble D,, est un espace vectoriel complexe.

Exemple 4.8. Soit w = 1 sur ID. L'espace de Dirichlet pondéré obtenu est l'espace de Dirichlet
noté D. L'ouvrage [17] y est consacré presque entiérement!

Exemple 4.9. Soit w un poids harmonique sur ID. D’aprés la propriété de la moyenne pour

les fonctions harmoniques, nous avons
nr?w(0) = /II w(z)dA(z) (0<r<1).
z|<r

Ceci implique que nous avons w € L!(ID). L'espace de Dirichlet pondéré obtenu est appelé
un espace de Dirichlet a poids harmonique. Cette famille d’espaces a été introduite par Richter

[45] pour I’étude des isométries 2-cycliques.

Théoréme 4.10. Soit w : ID — [0, 00) une fonction intégrable sur D. Si liminf,_,; w(z)/(1 -
|z|) > 0, alors D, C H?. Dans ce cas, I'espace D, est un espace de Hilbert selon la norme || - ||p,,

associée a w.
Démonstration. Voir la preuve du théoreme 1.6.3 de la §1.6 de [17]. O

Nous nous intéressons plutdt a la généralisation des deux exemples précédents a des poids
surharmoniques. Cette famille d’espaces de Dirichlet a poids surharmonique a été introduite
par Aleman dans sa these [1].

Définition 4.11. Soit w un poids surharmonique sur ID. L'espace de Dirichlet a poids surharmo-
nique est I'ensemble D, ot w est un poids surharmonique.
La définition de D,, a du sens puisque, d’apres le théoréme 4.6, un poids superharmonique

appartient toujours a L!(ID). Voici un exemple d’espace qui est important.

Exemple 4.12. Soit w le poids surharmonique associé a la mesure de Dirac J; en un point
¢ € D. L'espace D, est simplement noté D; et il est appelé un espace de Dirichlet local.
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Comme a chaque poids surharmonique, il existe une mesure borélienne positive finie sur D

telle que

w(z) = / ‘ é_ €2‘1 _ mz +/ \1§_—|in (ze D),

l'intégrale de Dirichlet pondérée d’une fonction f € Hol(ID) s’écrit aussi de la maniére sui-

vante :

f= [, L 1f@Pog | =L an@as@ + | [ r@PE

Théoréme 4.13. Soit w : ID — [0, 00) une fonction surharmonique telle que w # 0. Alors, nous
avons D, C H2.

du(()dA ().

Démonstration. Soit u la mesure borélienne positive finie telle que

w(z):/ﬂ)log 15__622 _2|€|2 +/ = z|2 (z e D).

Comme w # 0, nous avons aussi que p # 0.

Pourreton0<r<let0<t< 27T, nous avons

; 2 1—§relt 1+7r
@e")/ (1= 2 = [[log |5 [ dn(@) + [ i dn(©

> 1"5(“‘{_)/7(1“” A dﬂ(CHl}r (@)
log(1—r)/(1+r) 1 —
2 min { 1—7 '1+r}”(]D>

ot la premiere inégalité provient du fait que 2/(1 — |{|?) > 2 ({ € D) et 'avant-derniere
inégalité provient du fait que |1 — Jre'| /|7 —re'*| > (1 —7)/(1+7) ({ € D). Par conséquent,
en prenant r — 17, nous obtenons

lim inf w(re) /(1 —1) > 11m1nf1_1ky( ) =pu(D)/2 > 0.

r—1- r—1-

D’apres le théoreme 4.10, nous déduisons que D, C H2. O

Ce dernier théoreme nous permet de définir un produit scalaire et, conséquemment, une

norme sur D,,. On définit le produit scalaire (-, -)D : Dy x Dy — C par

80, = b+ 1 [ FEFEwEAAR) (.8 € D).

Le couple (Dy, (-, )p,,) est alors un espace de Hilbert et le produit scalaire induit une norme

sur l'espace D,, dont I'expression est

115, = IfIf + Du(f)-
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Nous remarquons que le cas w = 0 n’est pas couvert dans le résultat précédent. Il est logique,

en vertu du théoréme 4.13, de poser D, := H? et || - ||p, := || - || 2 dans le cas o1 w = 0.

Nous avons en fait un peu plus que simplement une structure d’espace de Hilbert. Pour le
prochain résultat, on introduit la définition d’espace de Hilbert a noyau reproduisant ! qui
sépare les points (voir, par exemple, [43, définition 1.1 et exercice 1.1]).

Définition 4.14. Soit E un ensemble non-vide et H un espace de Hilbert de fonctions f : E —
C. L'espace H est un espace de Hilbert a noyau reproduisant si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. Vz € E, la fonctionnelle linéaire d’évaluation en z est continue;

2. Vz € E, il existe f € H telle que f(z) # 0.

Une propriété importante des RKHS est que la convergence en norme implique la conver-
gence ponctuelle. Ceci est une conséquence du fait que les fonctionnelles d’évaluation sont
continues et donc ce sont des fonctionnelles linéaires bornées. Ainsi, si une suite (f,)n,>0 C H

converge vers f dans la norme de H, alors nous obtenons 1'extimée suivante

fn(2) = f(2)] < Cell fu = flin
ol C; est la norme d’opérateur de la fonctionnelle d’évaluationen z € E.

Théoreme 4.15. Pour w # 0, I'espace D,, est un espace de Hilbert a noyau reproduisant.

Démonstration. D’apres la définition 4.14, nous devons montrer les deux conditions sui-

vantes sont respectées :
i) Vz € D, la fonctionnelle linéaire d’évaluation en z est continue;
ii) Vz € D, il existe f € D,, telle que f(z) # 0.

Pour le premier énoncé, fixons un point z € ID. Soit f € D,, telle que f(z) = }¥,5¢4,2". Dans

ce cas, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

oo Ml Ufllo,
e < Dl < 0y < e

Donc, la fonctionnelle linéaire d’évaluation f — f(z) est continue.

Pour le deuxiéme énoncé, fixons a nouveau un point z € ID. Comme f' = 0 si f est une
fonction constante, I’espace D,, contient les fonctions constantes. Par conséquent, la fonction
f(z) = 1 pour tout z € D sulffit. O

1. L'acronyme en anglais est RKHS pour reproducing kernel Hilbert space.

45



Corollaire 4.16. Soit w : D — (0, 00) un poids surharmonique. Si (fn)n>0 C D, est une suite
qui converge vers f dans la norme de D,,, alors la suite (f,)n>0 converge vers f uniformément sur

chaque sous-ensemble compact de ID.

Démonstration. Soit (fy)n>0 C D, une suite qui converge vers f dans la norme de D,,. 1
est suffisant de montrer que la suite (f,) converge uniformément vers f sur chaque disque

fermé D(0,r) C D avec r > 0. Soit D(0,r) un disque fermé avec r > 0. D’apres le résultat

précédent, pour chaque z € D(0,r), nous avons

fo = fllpa, < |fo _fHDw‘
VIi—]z2 T 1-12
Ainsi, sup, 57y Ifu(z) — f(2)] < C)fu — fllp, 0it C(r) := (1 —r?)~1/2. Ceci démontre

que la suite (f;)n>0 converge uniformément vers f sur D (0, r). O

fule) — f(2)] < |

D’apres le résultat précédent, chaque fonctionnelle dévaluation est continue. Ainsi, d’apres
le théoreme de représentation de Riesz, il existe un unique élément kP« e D, appelé le

noyau reproduisant, tel que

(£ kD), =f@) (feDa).

En général, il est difficile de donner une formule pour les noyaux reproduisants. Pour des

cas particuliers, il est possible de le faire.

— Lorsque w = 1, l'espace D,, est simplement I'espace de Dirichlet classique D. Dans ce
cas précis, il est possible de caractériser les noyaux reproduisants (voir le [17, théoreme
1.2.3]):

1
D)y — —
ki (z) = = log (1 — zw) (z e D, w e D\{0})
etk = 1.
— D’apres les résultats des articles [11] et [16], 'espace D; (7 € D) est égal a un espace
de de Branges-Rovnyak? H(b) (ot b € H®™ et ||b|| < 1) avec égalité des normes. Il
est bien connu qu’un espace de de Branges-Rovnyak est un espace de Hilbert a noyau

reproduisant dont les noyaux sont donnés par

_1- b(w)b(z).

k;‘(b) (2) : 1—-wz

Ainsi, comme [|g||7 @ = [Ig]lp, pour chaque g € D; = H(b), en utilisant I'identité de
polarisation, nous obtenons l'identité suivante

(f, k?uf(b)h(b) = <f/k?u[(b)>1>g (weD, feDy).

2. La définition précise de ces espaces est présentée au prochain chapitre.
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Nous en déduisons, par unicité du théoreme de représentation de Riesz, que kzul(b) =
Kkoe.
Les espaces de Dirichlet locaux D; pour { € D jouent un role particulier dans la théorie des

espaces de Dirichlet a poids surharmonique comme le démontre le résultat suivant.

Théoréme 4.17. Pour chaque fonction w : ID — [0, 00) surharmonique, nous avons

Dulf) = [ De(f)dn(e) (f € Hol(D)),

Démonstration. Soit yu une mesure borélienne positive finie sur D et soit w la fonction sur-
harmonique donnée par la relation (4.1). Soit f € Hol(ID). L'expression de l'intégrale de
Dirichlet de f en termes de la mesure y est

Dutf) = % [ @P( [ 1o | an@+ [ ) aaco)
= [ [ 1F@P@) dn@)dAc)

olt I, est la fonction définie dans la preuve du théoréme 4.13. Comme la fonction (z, () —
|f'(z)|?h2() est non-négative sur D x D, une application du théoréme de Fubini (voir [49,

théoreme 8.8]) permet d’obtenir
Do) = [ (5 [ If @@ daG))dn@) = [ Do(f) dn(@) =

Une autre formule pour les espaces de Dirichlet locaux est tres utile. Ce résultat se retrouve
au [1, chapitre IV, §1].

Théoréme 4.18. Soit { € D. Alors f € Dy si, et seulement si, il existe une fonction g € H? et une
constante a € C telle que f(z) = a+ (z — {)g(z). Dans ce cas, nous avons D¢(f) = |83,

Enfin, comme la fonction w est intégrable sur ID, il s’en suit que I'ensemble des polynomes
est inclus dans D,,. Une question naturelle se pose : est-ce que I'ensemble des polynomes
est dense dans l'espace D, ? Ce fait a été démontré par Aleman [1] en utilisant un type de
théoreme d’espace errant (sic) 3, autrement dit, en utilisant de la haute technologie. Nous
présentons toutefois une preuve plus élémentaire de ce résultat au prochain chapitre a I'’aide
de la théorie des multiplicateurs d’'Hadamard.

3. En anglais, il s’agit d'un Wandering subspace theorem
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Chapitre 5

Sommabilité du développement de
Taylor par les méthodes de Cesaro

Comme 1’ensemble des polyndmes appartient a chaque espace de Dirichlet a poids super-
harmonique, les sommes partielles s, (f) du développement de Taylor d"une fonction f €
D, appartient a D, pour chaque n > 0. Une question naturelle se pose : pour une fonction
f € Dy, est-ce que son développement de Taylor est sommable vers f dans la norme de D, ?
Nous verrons dans ce chapitre que la réponse est non.

Est-il possible d’appliquer une méthode de sommabilité a la série de Taylor d'une fonc-
tion f € D, pour la rendre convergente vers f? Mashreghi et Ransford ont donné une
réponse positive a cette question en montrant que les moyennes de Cesaro de la série de
Taylor convergent vers la fonction f. Par le fait méme, leur preuve ne fait pas intervenir la
densité des polyndomes dans D,, et fournit une nouvelle preuve (constructive) de la densité

de I'ensemble des polyndémes dans D,, (w un poids surharmonique).

Leur approche consiste & caractériser les séries formelles /1(z) = }_,,>( c,z" qui sont des mul-
tiplicateurs d’"Hadamard pour toute la famille des espaces de Dirichlet a poids surharmo-

nique et a obtenir des estimés sur leur intégrale de Dirichlet pondérée.

Dans ce chapitre, I'objectif est de généraliser leur résultat a la sommabilité du développe-
ment de Taylor pour les méthodes de Cesaro d’ordre a# > 0. Pour ce faire, nous allons pré-
senter la caractérisation des multiplicateurs d"Hadamard pour D,, obtenue par Mashreghi et
Ransford. A I'aide de nouveaux estimés sur la norme de certains opérateurs linéaires bornés

sur #2, nous allons démontrer les deux résultats suivants.

Théoreme 5.1. Si w est un poids super-harmonique sur D, si f € D, et sia > 1/2,alors o3y (f) —
f dans D,,.

Théoréme 5.2. Soit w; le poids harmonique sur D défini par wy(z) := (1 — |z|*) /|1 — z|2. Alors,
il existe une fonction f € Dj telle que o}/?(f) # f dans Dy.
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Dans les énoncés, o7 (f) sont les moyennes de Cesaro de s, (f) définies par

oA (F)(z) = j%éAz_kakzk (zeD)

ott A%, = ("5 un coefficient binomial.

5.1 Théorie des multiplicateurs d’"Hadamard

Nous présentons brievement cette théorie développée dans [41].

Définition 5.3. Soient h(z) := )} ,>0cnz" et f(z) 1= Y ,50a,2" deux séries de puissances
formelles. Le produit d’Hadamard de h et f, noté h x f, est la série de puissances formelles

définie par l’expression

(h*f)(z) =) cuatnz".

n>0

Voici quelques propriétés utiles du produit d’'Hadamard :
— Sihou f sont des polyndmes, alors / * f est aussi un polyndme.

— Sih, f € Hol(ID), alors h x f € Hol(ID).

Définition 5.4. Soit w : ID — [0, o) une fonction super-harmonique. Une série de puissances

formelle hi(z) = Y50 caz" est un multiplicateur d’Hadamard pour 1'espace D, si

hxf €Dy, VfeED,.

Tout polyndme est un multiplicateur d’Hadamard pour D, puisque I'ensemble des poly-

nomes est contenu dans D,, et p * f est un polyndme pour toute fonction f € D,,.

Pour un multiplicateur d’'Hadamard # d'un espace D,,, I'opérateur de multiplication M;, :
Dy — D, est défini par I'expression

My(f):=hxf (f €Dy).
Une conséquence du théoreme du graphe fermé est le résultat suivant.
Théoréme 5.5. Soit w un poids surharmonique sur ID. Si h est un multiplicateur d’"Hadamard de

D, alors l'opérateur My, est un opérateur linéaire borné sur D,,.

Démonstration. Soit h un multiplicateur d'Hadamard de D,,. L'opérateur M}, est clairement
linéaire. Posons les fonctions f(z) 1= Yoo mz*, fu(z) 1= Tpsoanz", §(z) 1= Lpso biz* et
h(z) := Y=o ckzt. Ainsi, h* fy = Yiso ckniz et hx f = Yo cxarzt. Supposons que f, —
f et Mj(f,) — g dans la norme de D,,. On souhaite montrer que ¢ = h * f. Par unicité
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du développement de Taylor d'une fonction dans Hol(ID), il suffit de démontrer que les

coefficients de Taylor de g coincident avec ceux de h * f.

L’espace D, est un espace de Hilbert a noyau reproduisant et d’apres le corollaire 4.16,
la convergence dans la norme de D, implique la convergence uniforme sur chaque sous-
ensemble compact de ID. Par conséquent, f, — f et h x f, — g uniformément sur chaque
sous-ensemble compact de ID. D’apres la formule de Cauchy pour les dérivées et r € (0,1)

fixé, nous avons

1

aﬂ,k_akzzlm/ﬂrfn(ggk:f(g) dg (kzo)

ot rT := {re" : t € [0,27)}. Par la continuité uniforme sur le compact T, on a
apg — ag (n—o0) (k>0)

et donc cxa,  — cxax lorsque n — oo (k > 0). De méme, on obtient cxa,, y — by lorsque n — oo
(k > 0). Par conséquent, on obtient by, = cxay. O

Le prochain résultat présente un lien entre les multiplicateurs d’'Hadamard de 1'espace de
Hardy H? et les multiplicateurs d’Hadamard d’un espace de Dirichlet a poids surharmo-

nique.

Théoreme 5.6. Soit w un poids surharmonique sur ID et soit h(z) = Y_,>q 2" une série de puis-

sances formelle.

1. hest un multiplicateur d’'Hadamard de H? si, et seulement si, la suite (c, ), est bornée. Dans

ce cas, nous aovomns

| M| 12— 2 = sup [eal.
n>0

2. Si h est un multiplicateur d’"Hadamard de D, alors h est un multiplicateur d’"Hadamard de
H? et nous avons

sup |cu| < [[My||p,—D,-
n>1

Démonstration. Commengons par démontrer le premier point. Soit # un multiplicateur d’Ha-
damard de H?. Posons My, : H? — H? par M,(f) := h x f. D’apres le théoréme du graphe
fermé, M), est un opérateur linéaire borné sur H2. En posant f(z) = z", nous obtenons

M)z < IMall s 2l f 2 = (1Ml 2 2

De plus, Mj,(f)(z) = c,z". Par conséquent, en prenant le suprémum sur n > 0,

sup [cx| < [[Mp]| gz < oo,
n>0
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Inversement, si sup,,-, |cx| < oo etsi f(z) = ¥,~qa,z" appartient a H?, alors

1h fllfe = Y leal?lan]® < supleal [ I3 < co.
n>0 n>0

Ceci implique que 1 * f € H2.

On se penche maintenant sur la démonstration du deuxieme point. Soit 1 un multiplicateur
d'Hadamard de D,,. Ainsi, pour chaque f € D,,, nous avons h * f € D,,. De plus, 'opérateur
linéaire de multiplication My, : D, — D,, est borné d’apres le théoreme 5.5. Posons f(z) :=
z" € D,,. Ainsi,

My (f)llp, < [[Mullp,—D, 2" D, -

Comme M, (f)(z) = cuz", on obtient

sup [cu| < [[Myl|p,—D,-
n>0

D’apres le premier point du théoréme, & est un multiplicateur d'Hadamard de H?. Ceci ter-

mine la démonstration. O

Lorsque D, = D, il est possible de démontrer qu'une série formelle & est un multiplicateur
d’Hamadard si, et seulement si, sup,.,|c,| < . La preuve est exactement la méme que
celle présentée pour démontrer la caractérisation des multiplicateurs d’Hadamard de H>.

Pour une suite de nombres complexes ¢ := (c¢,)n>0, On associe une matrice notée T. de

dimensions infinies dont 1’expression est

€1 C2—C C3—C C4—C3

0 Co C3 —Cy C4—2C3
T.:.= 10 0 3 Ccg—cC3 -0 | (5.1)
0 0 0 C4

La matrice T. peut agir comme un opérateur linéaire borné sur ¢? (I'espace des suites de
nombres complexes de carrés sommables), comme elle peut ne pas le faire. Dans le cas ot
T, € B(¢?,¢?), alors on note sa norme d’opérateur par || T;||,2_,.2. De plus, lorsque la suite
(cn)n>0 est donnée par une série de puissances formelle /1(z) = }_,~( c4z", alors on écrit Tj,

plutot que T..

Théoreme 5.7 (Mashreghi—Ransford [41, théoreme 1.1]). Soit h(z) = )50 cnz" une série de
puissances formelles. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. La fonction h est un multiplicateur d’Hadamard de D, pour tout poids surharmonique w.

2. La matrice Ty, est un opérateur linéaire borné sur (2,
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Dans ce cas, nous avons l'estimation suivante

D (h f) < | TullfossePo(f)  (f € Do)

pour tout poids surharmonique w. La constante || Ty |3, ., , est optimale.
Démonstration. La preuve de ce théoreme se retrouve a la [41, p. 52]. ]

La constante || T}, ||2_, 2 est la meilleure possible dans le sens suivant : pour { = 1, nous avons
1Tl e = sup{D1r(h = f) : f €Dy, f(0) =0, Di(f) =1}. (52)
Ceci est établi dans la démonstration du théoreme 1.1 de [41, p. 52].

Corollaire 5.8. Si h =}~ c,z" est un multiplicateur d’Hadamard de D, pour tout poids surhar-
monique w, alors, pour tout poids surharmonique w, on a

|Myp, o, < max{Jeol, [ Till e -

En particulier, si w est le poids harmonique obtenu avec la mesure y = 61, alors

|My oy, = max {[col, | Tl }-

Démonstration. Supposons que h soit un multiplicateur d’Hadamard de D,, pour tous les
poids super- harmoniques w. D’apres le théoreme 5.6 et le théoreme 5.7, on obtient 'estimé
suivant

My |lp,—p, < max{supn20|cn|, [Tl 22 }-

Il est clair que || Ty |22 > sup, - [cx| (il suffit d’appliquer Tj, au vecteur de la base cano-
nique de £2). Par conséquent, on obtient l'inégalité de 1’énoncé.

Pour 1'égalité, celle-ci provient de I'optimalité de la constante || T}, ||,2_, 2 telle que présentée
dans la relation (5.2). O

Afin d’appliquer le dernier théoreme, il est utile d’avoir des estimés de la norme d’opérateur

I Tell 22

Théoréme 5.9. Soit ¢ := (c,)n>0 une suite de nombres complexes et T, la matrice associée a la suite
c définie par (5.1).

1. Nous avons la paire d’estimés suivante :

| Te|l 22 < sup |ck| +2supk|cx — ck—1],

k>1 k>2
2 2 1/2
1Tl = sup (el + (k= Dlex —cia?)
k>1
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2. S'il existe un entier n > 1 tel que ¢ = 0 pour tout k > n, alors
2 3 2
ITelfe < (n+1) ) fern — il

k=1
3. Pour toute paire d’entiers m, n avec 1 < m < n, nous avons
2 - 2
[ Tellaye = m 2 k1 — x|
k=m

4. Sicy — 0 lorsque k — oo, alors

ITell2ye < Y \Jh(k+ 1) [ersa — 20k41 + el
=

Démonstration. Les points 1, 2 et 4 proviennent du [41, théoreme 1.2]. Nous allons démontrer
le point 3. Nous remarquons que la norme de T, est bornée inférieurement par la norme de
n’importe quelle sous-matrice. En particulier, la norme de T. est bornée inférieurement par

celle de la sous-matrice de dimension m x (n — m + 1) suivante :

Cm+l —Cm - Cut1 —Cp
A:=

Cm+1 —Cm *° Cy41 —Cn

Maintenant la matrice AA* est une matrice m x m telles que toutes ses entrées sont les

mémes, précisément Y {_ |cx1 — cx|?. Ainsi, il s’en suit que

n
ITelfese 2 Al = 1AA lase = m ) fok — cl. O

k=m
5.2 Sommabilité par la méthode de Cesaro

Les résultats précédents permettent d’obtenir des estimations sur les moyennes de Cesaro
suffisantes pour démontrer la densité de ’ensemble des polynomes dans D,,. Ils déterminent
aussi des estimations pour les sommes partielles s, (f) et les moyennes d’Abel des s, (f).
Rappelons que, pour une fonction f(z) = Y~ axz", les sommes partielles, les moyennes de
Cesaro et les moyennes d”Abel sont définies par les expressions suivantes :

1 n n

k
T L@ = L (1= 5 et

sn(f)(2) = If}:‘éakzk, ou(f)(2) =

et

ANE) = A=) EslHEr = ¥ aks

k>0 k>0

Théoreme 5.10. Si w est un poids surharmonique sur 1D, alors on a
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1. Dy (sn(f)) < (n+1)Dy(f) pour toute f € D,.
2. Dy(ou(f)) < 7 Dw(f) pour toute f € D,,.
3. Dw(As(f)) <122 —1)Dy(f) pour toute f € D

De plus, pour les points 1 et 2, il existe un poids surharmonique tel que les constantes sont les

meilleures possibles.

Démonstration. L'astuce est d’identifier chaque expression s, (f), 0, (f) et A;(f) comme un
opérateur de multiplication d’'Hadamard de la forme &, * f afin d’utiliser le théoréme 5.7 et
les estimés du théoreme 5.9.

Pour le premier point, on remarque que s, (f) = hy, * f ott h,(z) := Y, z¥. Par conséquent,
avec ¢y = 1 pour k < n et = 0 pour k > n, d’apres le théoreme 5.9, on a ||Tj, || 2,2 <

(n+1) et dong, par le théoreme 5.7,

Do (s1(f)) = Do (bu * f) < [|Th,lleeDu(f) < (n+1)Du(f)  (f € Do)

1 1—|z[?
Considérons w(z) = ‘1J§}2

le poids harmonique obtenu avec la mesure y = J; et considérons

la fonction

fiz)=n"" - (n+1)2"+1=(z-1)(nz" —z" 1 —2z"2—... —1) (ze€ D).
Dans ce cas, nous avons

sn(f)z)=—-(m+1)2"+1=-n—(n+D(z-1)E""1+---+2z+1) (z€D).
Ainsi, d’apres le théoreme 4.18, nous avons

Di(f) =|nz" = 2" 1= = 1|}, = n(n+1)
et
Di(su(f)) = (n+ D"+ +z+ 1) [f = (n+1)%n = (n+ 1)Di(f).

Pour le deuxiéme point, on remarque que 0, (f) = h, * f avec

n

ha(z) =Y (1 —k/(n+1))z"

k=

o

Par conséquent, aveccy = 1 —k/(n+1) pourk < netcy = 0 pour k > n, d’apres le théoreme
59,ona

n—1
k—k—12 1 n
2 p<(n+1)) ‘ ‘ - .
ITh, I < (1 + )k:1 n+1 n+1 n+1
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Par conséquent, d’apres le théoreme 5.7, on obtient

Das(0n(£)) = Deoll * £) < Ty, Iy Dus () < 25 Duf) (f € Dio).

1-|z2

A nouveau, considérons w(z) = T

le poids harmonique obtenu avec la mesure y = J; et

considérons la fonction
fiz):=2""—(n+1)z+n=(z-1)("+2"14+---4+z—n) (zeD).
Dans ce cas, nous avons
ou(f)(z) =n—nz=-n(z—1) (ze€D).
Ainsi, d’apres le théoreme 4.18, nous avons

Di(f) = Hz”+z”_1+---+z—n||%{2 =nn+1)

et
Di(ow(f)) = n? = ——Dy(f).
n+1
Pour le troisieéme point, il s’agit du [41, corollaire 1.5]. O

Enfin, grace aux estimés sur D, (0, (f)), Mashreghi et Ransford ont obtenu une preuve
constructive que les polyndomes sont denses dans D,,.

Théoréme 5.11. Si w est un poids surharmonique et si f € D, alors

l0w(f) = fllpy, =0 (1 — o).

En particulier, I’ensemble des polyndmes est dense dans D,, pour tout poids surharmonique w.
Démonstration. 11 s’agit du théoreme 1.6(i) de [41]. O

Cependant, il est bien connu qu’en général s, (f) # f (n — o) dans la norme de D,, '. En
_ 1z
1=z
I'opérateur s, : D1 — D; induit par les sommes partielles s, (f), c’est-a-dire f — s,(f) pour

effet, pour le poids harmonique w(z) obtenu avec la mesure y = ¢, considérons

f € Dy. Considérons la fonction f(z) = z" — z"*1 = —z"(z — 1). Ainsi, d’apres le théoréme

4.18, nous avons ||f[|3,, = 3 et

Isa(DIB, 215,  nt1

il 3 3

Par conséquent, [[s, %, > 21 Par le théoreme de Banach-Steinhaus, il existe une fonction

f € Dy telle que sup, . [|sq(f)|lp, = co. En particulier, s,(f) # f dans la norme de D;.
Pouvons-nous déterminer une alternative entre la méthode de Cesaro d’ordre 1 et la mé-
thode des sommes partielles?

1. La démarche présentée provient de [17, Exercice 1, §7.3]
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5.3 Sommabilité par les méthodes de Cesaro

La réponse a la précédente question est oui : il s’agit des théoremes principaux de cette
section. Pour une fonction f(z) = }_,,~0 a,2", on applique les méthodes de Cesaro C* d’ordre

« > 0 ala suite des sommes partielles s, (f) et on pose

1 & L,
on(f)(z) = 7 1 AyTisa(f)(z) (z€D).
At 20
Les termes o (f) sont appelés les moyennes de Cesiaro d’ordre a de la série de Taylor de f.
Comme nous I'avons vu au chapitre 2, la méthode de Cesaro appliquée a la suite des sommes

partielles s, (f) se réécrit comme

1 n
0, (f)(z) = Aa Z Aﬁ—k”kzk~
n k=0

Pour démontrer le théoreme 5.1 et le théoréme 5.2, nous avons besoin d'un premier lemme.

Lemme 5.12. Soit w un poids surharmonique et 0 < a < B. Si la suite des sommes partielles
sn(f) est C*-convergente vers f pour toute f € D, alors elle est CP-convergente vers f pour toute
f €Dy

Démonstration. L'espace de Dirichlet a poids surharmonique D,, est un RKHS. En particulier,
il est un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité. De plus, 'ensemble

des polyndmes est dense dans D,,.

Enfin, d’apres le théoréme 2.4, les méthodes de Cesaro C* et CP sont régulieres. D’apres le
théoreme 2.5, la méthode C¥ est scalaire-incluse dans la méthode de Cesaro CP. Par consé-
quent, d"apres le corollaire 3.6, nous obtenons le résultat. O

D’aprés ce dernier lemme et d’apres le théoreme 5.11, il suffit de se concentrer sur les valeurs

de a € (0,1) dans les démonstrations du théoreme 5.1 et le théoreme 5.2.

Pour ces indices «, d’apres le théoreme 2.8, la méthode de Riesz arithmétique discrete est
scalaire-équivalente a la méthode de Cesaro. Comme les coefficients de la méthode arithmé-
tique discrete de Riesz sont plus simples a traiter que ceux de la méthode de Cesaro, nous
utilisons plutdt la méthode de Riesz. Ce changement de perspective est motivé par le lemme
suivant. Pour f € D,,, on pose
« < k * ok
N =) (1--—5) a (zeD).

k=0

On définit I'opérateur linéaire p} : D, — D, par f +— p%(f). Il s’agit d'un opérateur linéaire

borné de rang fini.
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Lemme 5.13. Soit « € (0,1) et soit w un poids surharmonique sur ID. La série de Taylor de toute
fonction f € D, est C*-sommable vers f si, et seulement si, la série de Taylor de toute fonction
f € D, est R*-sommable vers f.

Démonstration. Les polyndmes sont denses dans D, et D, est un RKHS. Aussi, d’apres le
théoréme 2.8, la méthode C* est scalaire-équivalente a la méthode R*. Donc, on peut appli-

quer le corollaire 3.6 pour la partie «si» et la partie « seulement si ». O

Nous sommes maintenant prét a démontrer le théoreme 5.1. Pour le bénéfice du lecteur, nous

rappelons I'énoncé du théoréme a démontrer.

Si w est un poids super-harmonique sur D, si f € D, et si « > 1/2, alors
i (f) — f dans D,,.

Preuve du théoreme 5.1. D’apres le lemme 5.12, on peut se restreindre aux valeurs de o €
(1/2,1). Soit w € (1/2,1). D’apres le lemme 5.13, il suffit de démontrer le résultat pour la
méthode de Riesz arithmétique discréte. Comme 1’ensemble des polyndmes est dense dans
D, et p%(p) — p lorsque n — oo pour tout polyndme p, le résultat suivra si on réussit a

démontrer que la famille d’opérateurs linéaires bornés
{0% : Dy — Dy = n >0}
est uniformément bornée indépendamment de 7.

Pour réaliser cette tache, on identifie chaque pj; a un multiplicateur d’"Hadamard de D,, de
la fagon suivante :

on(f)(2) = (ha* f)(2)
ott 1y (z) := Y}_o(1 — k/(n + 1))*zF. Bien entendu, nous avons que

||plp/‘l||Dw_>Dw = ||Mhn HDw_>Dw'

Comme le premier coefficient de h,, est 1, d’apres le corollaire 5.8, nous avons

| My, ||p,—D, < max{1,||Ty,|l2_e}
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Nous allons maintenant estimer ||Tj, ||,z a l'aide de 1’énoncé 2 du théoreme 5.9. Nous
avons
2

) L k+1\% ke
ITulfee < 004D X\ (1 557) = (1= 557)

:szl((nﬂ—k)“—(n—k)“)z

1 n n+1—k u 1d 2
= ot t)
(1’1—’—1)2“71 k21</71—k

1 O 24

< at T dt

— (n_|_1)21x71 k:zl‘/n_k

1 / " 22 gy
(n_|_1)21x71 0

< “2 .

— 2a—1

Par conséquent, comme a?/(2a — 1) > 1 lorsque & > 1/2, nous obtenons

14
M < —.
|| hnHDw‘)Dw = m

Dong, la famille d’opérateurs M), est uniformément bornée. O

Avant de passer a la preuve du théoréme 5.2, on rappelle son énoncé :
Soit wy le poids harmonique sur ID défini par w; (z) := (1 — |z|?) /|1 — z|%. Alors,
il existe une fonction f € D; telle que o,/?(f) /4 f dans Ds.

Preuve du théoreme 5.2. Soit w le poids harmonique obtenu en posant y = ;. D’apres le
lemme 5.13, il suffit de trouver une fonction f € Dj telle que pL/?(f) /4 f. Pour détermi-
ner l'existence de cette fonction f, on montre que la famille des opérateurs linéaires bornés
satisfait

sg}g{Hp}/Z(f)HDlwl :n >0} =oco. (5.3)

Si cela est vérifié, alors, par le théoreme de Banach-Steinhaus, il existe une fonction f € D,
telle que

sup [|0y/?||p, = o0
n>0

et en particulier p}/2(f) /4 f lorsque n — .

Montrons que (5.3) est vérifiée. A nouveau, pour réaliser cette tache, on identifie p1/? a un
multiplicateur d’'Hadamard M, ot1 h,(z) := Yp_o(1 — k/(n + 1))!/2z5. Comme le premier
coefficient de /1, est 1 et d’apres le corollaire 5.8, nous avons

1M, DDy = max{L, [|Ti, [l 22 }-
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On estime maintenant la valeur de ||Tj, Hﬁz _ 2 al’aide de I'énoncé 3 du théoreme 5.9. Nous
avons, pour chaque entier 1 < m < n,

n

1T, |l 2se > m Y
=m

k
o o (LRSS —k2)’

/ /
() -0 T

n+ k=m

=1 : )

o+l SN+ 1-k)Y2+ (n— k)12
m ! 1

>

_4(n—|—1)k;1n+1—k
m

> —m).

_4(n+1)10g(n+2 m)

En particulier, pour m = [(n + 1) /2] la partie entiére supérieure de (1 + 1) /2, on obtient

1 n+1
2
HThanz%gz Z glog( > )

Par conséquent, on obtient || M, ||? > Liog((n+1)/2) qui tend vers U'infini lorsque n
q 7DDy g q q

tend vers l'infini. Ceci termine la démonstration. O

Le résultat du théoreme 5.2 est toujours valide lorsque « € (0,1/2) puisque la méthode
arithmétique discrete de Riesz d’ordre « est incluse dans la méthode discrete arithmétique
de Riesz d’ordre 1/2. Il est toutefois possible d’estimer la norme de 1'opérateur pj, pour a €
(0,1/2) directement. On rappelle que, d’apres 1'optimalité décrite en remarque du théoreme
5.7, nous avons

I3, 1722 = sup{D1(hu * f) = f € D1, f(0) =0, D(f) =1}.

Posons f(z) := z"t1 — z" pour n > 1 et considérons la méme fonction , utilisée dans la
preuve du théoreme précédent telle que

My, (f) = hn f = pu(f)-
On vérifie que f(0) = 0 et
f2) = (z—1)2"

D’apres le théoréeme 4.18, la valeur de D; (f) est 1. Puis, nous avons p(f)(z) = —z"/(n+1)*
et on vérifie aussi que

P(f)(z)=—(z-1D)E" 42"+ z4+1)/(n+1)" =1/ (n+ 1)~

2. Appelée «ceil function » en anglais désignant fonction plafond.
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Une application du théoréme 4.18 fournit
Dy(M,(f)) = 7%

Ainsi, on obtient
2 n
H Thn HEZ%KZ Z (n + 1)20{ .
D’apres le corollaire 5.8, nous avons

n
HMhnH%)l—)Dl = max{1l, \\Th,1\’%2%2} 2 m — 00 (n— c0)

puisque & < 1/2. Donc, d’apres le théoréme de Banach-Steinhaus, il existe une fonction
f € Dy telle que sup, . [|p5 (f)[Ip, = oo

60



Troisieme partie

Résultats de sommabilité pour les
espaces de de Branges—Rovnyak
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Chapitre 6

Espaces de de Branges—Rovnyak

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces de de Branges-Rovnyak et les outils principaux
qui sont utilisés dans les deux prochains chapitres. Nous nous concentrons sur le cas non-
extréme puisque I'ensemble des polyndmes et I’ensemble des fonctions holomorphes dans

un voisinage de ID sont contenus dans l'espace.

SiT: X — Y est un opérateur linéaire borné, son adjoint est noté T*. On note que T* :
Y* — X*. Si X est un espace de Hilbert et W est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors

on désigne par Py la projection orthogonale de X sur W.

On note L*(T) I’espace des fonctions essentiellement bornées (selon la mesure de Lebesgue)

sur T. La norme sur L*(T) est le suprémum essentiel sur T et est notée par || - ||co-

Le noyau reproduisant de H? est noté k. et son expression est k,(w) := 1/(1 — zw) (w € D).
Une fonction f : ID — C est extérieure s'il existe une fonction mesurable ¢ : T — [0, o) telle
que log ¢ € L(T) et
f(z) = Aex (/zn etz (e") ﬁ) (z € D)
B P Uy et —2 987 27
Al = 1. Une fonction f : ID — C est intérieure si f € H® avec ||f|lo < 1et|f| =1 p.p.

sur T.

ou

6.1 Opérateurs de Toeplitz

Nous commencons par introduire quelques notions reliées aux opérateurs de Toeplitz (le
méme mathématicien qui figure dans le théoreme de Silverman-Toeplitz). Nous rapportons
quelques résultats importants de I’article de Brown et Halmos [9] sur ces opérateurs.

L'opérateur P, : L?(T) — H? est la projection de Riesz, c’est-a-dire la projection orthogonale
de L?(T) sur H2.
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Définition 6.1. Soit ¢ € L*(T). L'opérateur de Toeplitz de symbole ¢ est I'opérateur linéaire
T, : H> — H? définie par

To(f) = P(9f) (f € H?).

Pour ¢ € L®(T), I'opérateur de Toeplitz est borné. En effet, pour f € H2, nous avons que

ITo (Nl = 1P+ (@)l < 1Py llr2em)— 2l @f lr2ery < l@lleoll fllee

et donc ||Ty||p2 2 < ||@]leo- En fait, d’apres un théoreme de Brown-Halmos, nous avons

une égalité.

Théoreme 6.2. Si ¢ € L*(ID), alors || Ty|| g2z = || @||co-
Démonstration. 11 s’agit d’'une remarque a la suite du [9, théoreme 5]. O

Voici quelques propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz.

Théoreme 6.3. Soit ¢, € L°(T).
1. Ty = Tg
2. Sig € H” oup € H¥, alors TgTy = Tg,

Démonstration. Les preuves de ces propriétés sont simples a établir. O

Pour certains types de fonctions ¢, on obtient certaines classes d’opérateurs de Toeplitz. Le
résultat suivant présente quelques-unes des possibilités. On dit qu'une fonction ¢ apparte-
nant & L*(T) est analytique si $(—n) = 0 pour tout n > 0.
Théoreme 6.4. Soit ¢ € L®(T).

1. T, est une isométrie si, et seulement si, ¢ est analytique et || = 1 p.p. sur T.

2. Ty est unitaire si, et seulement si, = A p.p. sur T ot [A| = 1.

3. T, est une contraction si, et seulement si, |||l < 1.

Enfin, la fonction k; est un vecteur propre de l'opérateur Tg.

Théoréeme 6.5. Soit z € D et ¢ € L*(T). Alors Tgk, = ¢(z)k..

Démonstration. Pour chaque f € H?, nous avons

(f, Toks), = (F, Py (k=) = (F,Pk=)y = 0(2)f(2) = (f,9(2)ks) .

2
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6.2 Images d’opérateurs et espaces de Hilbert

Soient (H, (-, -)) et (H1,(-,)3,) deux espaces de Hilbert. L'image d'un opérateur T €
B(H1,H) est notée RanT et son noyau ker T. Nous notons aussi I'image de T par M(T)
lorsque celle-ci est munie de la structure d’espace de Hilbert que nous définissons mainte-

nant. Nous introduisons un produit scalaire (-, -) ((r) sur M(T) par la formule suivante :

(Tx, TY) pq(1y == <P(kerT)Lx, P(kerT)Ly>,H1 pour x,y € Hj.

I faut remarquer que si x 1. ker T ouy L ker T, alors nous avons

<Tx' T]/>M(T) = <P(ker T)L X, P(ker T)i]/>7_[1 = <xl ]/>7-[1
et la définition de ce nouveau produit scalaire a du sens aussi dans ce contexte.

La prochaine proposition fait intervenir les notions suivantes. On dit qu'un sous-espace de
Hilbert (M, (-,-) »4) de I'espace de Hilbert H est inclusivement borné a l'intérieur de H si
l'injection i : M — H est bornée. Si c’est le cas, on note M &€ H. Si l'injectioni : M — H
est une contraction, alors on dit que M est inclusivement « contractible » dans H et on note
M — H.Enfin, si ||i(x)||y = ||x||m, alors M est isométriqguement inclus dans H. S'il s’avere

que M = H et M est isométrique a H, alors on note cela par M = H.

Théoreéme 6.6. Soit T : H1 — H et R : Hy — H deux opérateurs linéaires bornés.

1. (M(T), (-, ) pm(ry) est un espace de Hilbert, M(T) € H et T* est une isomérie de M(T)
dans H1.

2. M(A) — M(B) si et seulement si AA* < BB*.
3. M(A) = M(B) si et seulement si AA* = BB*. En particulier, M(A) = M((AA*)'/?).

4. M(A) = M ot M est un sous-espace fermé de H si et seulement si A est une isométrie
partielle de H1 dans H. Dans ce cas, nous avons que M(A) = M(AA*).

Démonstration. Les preuves de chaque point se trouvent au [50, chapitre I] et se retrouvent
de maniere tres détaillée dans le [22, chapitre 16]. Le deuxiéme point est appelé le critere de

Douglas. O

Lorsque 'opérateur linéaire borné T est une contraction, c’est-a-dire || T'||3, 3 < 1, on peut
définir 1’espace complémentaire a M(T). On introduit la notation suivante : D := (I —
TT*)'/2 pour une contraction T € B(H1, H).

Définition 6.7. Supposons que T € B(H1, H) est une contraction. L'espace complémentaire de

M(T) estl'espace H(T) := M(Dr).
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Muni du produit scalaire (-, ), I'espace (H(T), (-, -)3r)) est un espace de Hilbert.

Il faut remarquer que H(T) C H. L'espace H(T*) est défini de maniere similaire a 7 (T)
en interchangeant les roles de T et T*. Dans ce cas, nous avons plutoét que H(T*) C H;. La
prochaine proposition donne deux relations importantes entre H(T) et H(T*).

Théoréme 6.8. Soit T : H1 — H une contraction.

1. Six € H, alors x € H(T) si et seulement si T*x € H(T*). Dans ce cas, nous avons qiie
Xy = (Y (T T ) gy (0 y € H(T)).

2. M(T)NH(T) = TH(T).
3. Si T est une isométrie partielle de H, dans H, alors H(T) est le complément orthogonal de

M(T) dans H.

Démonstration. Le premier point est démontré a la [50, §I-8]. Le deuxiéme point est démontré
a la [50, 8§II-9]. Le dernier point est aussi démontré a la §II-9 de l'op. cit.. Des preuves tres
détaillées sont présentées dans 1'ouvrage [22] : voir le théoreme 16.18, le lemme 16.20 et le
théoreme 16.21 respectivement. ]

6.3 Définitions et propriétés de base
La boule unité de H* est notée By~, c’est-a-dire
By~ :={b€ H* : ||b||lg~ < 1}.

Pour! b € By, I'opérateur de Toeplitz T;, est une contraction de H dans H?. L’opérateur
Dr,

, = (I — T,T;)/? est bien défini. L'espace de de Branges-Rovnyak est défini comme 'es-

pace complémentaire de Tj,.

Définition 6.9. Soit b € By~. L'espace de de Branges-Rovnyak associé a b est 1’espace de Hilbert
H(b) = /H(DT;,)-

L'espace de de Branges-Rovnyak #(b) est muni du produit scalaire (-, D Dr) introduit a la
section précédente et que I'on note pour le restant de cette these par (f, g),. D’'une maniere
plus explicite, en notant par W, := (ker Dy, )" et en posant f = Dr, f; et ¢ = Dr,g1 avec
f1,81 € H?, nous avons

<f'g>b = <Pth1'Png1>b'

1. Ici, la fonction b est aussi appelée contraction par certains auteurs.
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Il est bien d’observer que f € ker Dy, si et seulement si f € ker(I — T,T;). En effet, si
f € ker Dr,, alors (I — T, T;) f = 0. Réciproquement, si f € ker(I — T;T;), alors

D7, f113 = (D1, f, D1,f), = (I = T, Ty)f, f), = 0.

Par ailleurs, 1’espace de Hilbert associé a Tj est I'espace M (b) := M(T},) muni du produit
scalaire défini comme a la section précédente. Pour éviter un cas trivial, nous allons supposer

a partir de maintenant que b est une fonction non-constante sur ID.

D’apres le théoréme 6.6, nous avons que M (b) @ H? et H(b) € H?. Une propriété impor-
tante de 'espace de de Branges-Rovnyak est qu’il s’agit d"'un RKHS et les noyaux reprodui-

sants peuvent étre identifiés exactement.

Théoréme 6.10. Soit b € H® telle que ||b||c < 1. Alors Iespace H(b) est un RKHS.

Démonstration. Tout d’abord, nous montrons que si b € By~ est non-constante et z € D,
alors k. ¢ ker Dr,. Supposons, si possible, que k. € ker D7, = ker(I — T;T;). Comme Tpk, =

b(z)k,, nous trouvons que

0= (I-TTyk: = (1-b(z)b)ks,

ce qui implique que b(z)b = 1. Ainsi, on en déduit que b(z) # 0 et donc que b = —

b(z)
D, une fonction constante. Or, d’apres notre hypothese, b est non-constante, ce qui est une

sur

contradiction.

Pour démontrer que H (b) est un RKHS, selon la définition 4.14, il faut montrer que
i) Vz € ID, les fonctionnelles d’évaluations en z € ID sont continues.
i) Vz € D, il existe f € H(b) telle que f(z) # 0.
Pour i), il s’agit d’une conséquence immédiate du fait que H(b) € H? et que k;, (w € D) est

le noyau reproduisant de H 2,

Pour ii), supposons, si possible, qu'il existe z € ID tel que f(z) = 0 pour toute f € H(b). En

particulier, ceci est vrai pour la fonction
f=- TbTE)kz = DTb(DTka)

qui appartient a H(b) puisque c’est 'image de la fonction Dr,k,. De plus, comme k, ¢
ker Dr,, nous avons que f # 0. En évaluant cette derniére opération et en utilisant le fait

que T3k, = b(z)k, a nouveau, on trouve que f = (1 — b(z)b)k. Par conséquent, on trouve

_ 2
0= st = L)

ce qui fournit |b(z)| = 1. D’apres le principe du maximum, la fonction b est constante sur ID.
Ceci est contraire a notre hypotheése que b est non-constante sur ID. On doit donc conclure
qu'il existe f € H(b) telle que f(z) # 0. O
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D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe k! € H(b) telle que f(z) = (f, k%) b
pour toute f € H(b). Supposons que f € H(b) et f = Dr,f1 avec f; € H?. Ainsi, nous

pouvons calculer

(fR), = F(2) = (£, ke)y = (f1, Drke)y = (f, (I = TyTpks),-

Par conséquent, par unicité, nous obtenons que

k= (I-T,Tjk: = (1 -b(z)b)k: (z € D).
Enfin, par la propriété du noyau reproduisant k%, nous avons que
1 |b(z)?
b2 _ /b b\ _
szHb - <kzlkz>b 1= |Z|2 :

Le prochain théoreme est une conséquence du théoréme 6.6 et du théoréme 6.8. Il permet de

faire un lien entre H(b) et H (D).

Théoréme 6.11. Soit b € H® telle que ||b]|o < 1.
1. M(b) < M(b) et H(b) — H(b).

2. Soit f € H2. Alors, f € H(b) si et seulement si Tyf € H(b). Dans ce cas, quelles que soient
f,g € H(b), nous avons que

(f,8)p = (f,8), +(T5f, T58)3-
3. M(b) NH(b) = TyH(D).

Démonstration. Les deux derniers points du théoreme proviennent du théoreme 6.8. Pour le

premier point, il suffit de remarquer que si f € H?, alors

(ToTf, £y = (Tef Tof )y = IP+(0) |12 < Ibf 112 = (T;Tof, f),

et d’appliquer le théoreme 6.6. ]

En particulier, ce dernier résultat fournit I’expression suivante pour la norme d"une fonction
feHb):
1l = 1172 + I T5A 13- (6.1)

Nous disons qu'un espace de Hilbert de fonctions holomorphes H est invariant par un opé-
rateur A si AH C ‘H. Un multiplicateur pour 1'espace ‘H est une fonction ¢ € H* telle que H
est invariant par T,. Une application du théoreme du graphe fermé montre que 'opérateur
linéaire My, := T, }H (1) ©st borné si ¢ est un multiplicateur de #H(b).

Théoréme 6.12. Soient b € H™ telle que ||b||o < 1et ¢ € H®.
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1. H(b) et H (D) sont invariants par I'opérateur Ty. De plus, nous avons que

I Tolsw e < Il et 1Tpllogm) < ol

2. Tout multiplicateur de H (D) est un multiplicateur de H (D).

Démonstration. Le preuve du premier point provient de [50, II-7]. Pour le deuxieme point, la

preuve se trouve au paragraphe II-10 de 1'op. cit.. t

Un cas particulier du premier point du théoréme 6.12 est lorsque ¢ = x; ot x1(e?) = ¢*
puisque Ty, = S, I'opérateur linéaire de décalage a droite sur H. Ainsi, nous obtenons que

H(b) et H(b) sont invariants par I'opérateur S* = Ty La restriction de S* a ’espace H (b)
est notée X.

usqu’a présent, nous avons vu que les fonctions k;, appartiennent a 1’espace .l es
Jusqu’a présent que les fonctions k%, apparti t a l'espace H(b). 1l est
possible d’obtenir d’autres exemples explicites de fonctions appartenant a #(b). Nous nous

en tiendrons a I'exemple suivant.

Exemple 6.13. Lorsque b € H* et ||b|| < 1, alors S*b € H(b). En effet, S*b € H(D) si et

seulement si T;S*b € H(b) d’apres le théoreme 6.11. Comme # (b) est invariant par S* et
S*ko = 0, nous avons que

T,S*b = —S*(I — TyTy)ko = —S*k§ € H(D).

6.4 Espaces de de Branges—Rovnyak : cas non-extrémes

Soitb € H® et ||b||o < 1. On peut montrer (voir [14, théoreme 7.9]) que b est un point extréme
de la boule unité de H® si et seulement si

2 o2, 46
_ ioyi2y Y
| og(1 = b)) 5 = —co.

Lorsque b est un point non-extréme de la boule unité de H*, alors log(1 — |b|?) € LY(T).
On écrit simplement aussi que b est non-extréme. Si c’est le cas, il existe donc une fonction
a € H! telle que a est extérieure, a(0) > 0 et |a|> + |b|?> = 1 p.p. sur T. En effet, il suffit de
prendre la fonction

a(z) == exp </1r

On dit que (b, a) forme un couple pythagoricien ou simplement un couple. Il est important de

d
" Zlog(1- B(OP) 251 (z€D)

noter que la fonction ¢ := g appartient a la classe de Smirnov N C Hol(ID). Dans le restant
de la these, les lettres b, a et ¢ sont réservées exclusivement a noter un point non-extréme, la
fonction extérieure telle que (b, a) est un couple et la fonction b/a appartenant a N*.

La relation entre a et b s’avere tres utile puisque M (a) est plus simple a traiter que H(b).
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Théoréme 6.14. Soit b € H* un point non-extréme de la boule unité de H* et (b, a) un couple
pythagoricien. On a alors

1. M(a) = H(b).

2. Une fonction f € H? appartient a H(b) si et seulement si Tyf € M(a). Dans ce cas, il existe
une unique fonction f+ € H? telle que T;f T = Tyf et

IFIE = e + 1 112 (6.2)

Démonstration. Les preuves de ces deux propositions se trouvent dans [50, §IV-1]. Le lecteur
peut aussi consulter le théoréme 23.2 et la remarque qui suit le théoreme 23.3 du volume
[22]. O

Une propriété importante de 1'espace de de Branges-Rovnyak dans le cas non-extréme est
qu’il contient 1’ensemble des polyndomes et cet ensemble est dense dans #H(b). En fait, la

caractéristique non-extréme détermine complétement sil’ensemble des polynomes est dense
dans H(b).
Théoreme 6.15. Soit b € By~. Les énoncés suivants sont équivalents :

1. b est un point non-extréme de By ;

2. H(b) contient toutes les fonctions holomorphes sur un voisinage de D ;

3. H(b) contient I'ensemble des polynomes;

4. I'ensemble des polyndmes est dense dans H(b).
Démonstration. 1l s’agit essentiellement du [15, théoréme 2.2]. O
Les auteurs de [11] ont obtenu un formule de || f||2 en termes des coefficients de Taylor d’une

fonction f holomorphe sur un voisinage de ID.

Théoréme 6.16. Soit b un point non-extréme de By, soit (b,a) le couple pythagoricien et soit
¢ := b/atelle que ¢p(z) = Y ;>0 cnz". Si f est une fonction holomorphe sur un voisinage de D avec
f(z) = Ly=oanz", alors la série } ;> aj,.,Cj converge absolument pour chaque n > 0 et

2
I£13 = X lanf*+ 1 | X ajiac 63)
n>0 n>0"j>0
Démonstration. Voir le [11, théoréeme 4.1]. O

Pour terminer cette section, nous mentionnons que la preuve de la densité des polynomes
présentée au [50, §IV-3] n’est pas constructive. Ceci signifie qu’au lieu de construire une

suite de polynéme (pn)n>0 qui converge vers la fonction f € #H(b), elle montre plutdt que
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le complément orthogonal de 1’espace des polynomes est trivial. Une preuve constructive
est fournie dans l’article de El-Fallah, Fricain, Kellay, Mashreghi et Ransford. Leur résultat

précis est le suivant :

Théoréme 6.17. Soit b € By~ un point non-extréme, soit (b, a) le couple pythagoricien et soit h, la
fonction extérieure qui satisfait h, (0) > 0 et |h,| = min{1, n|a|} p.p. sur T, explicitement :

7 plf .
hu(z) = exp (/02 ¢tz log(min{1,n|a(e?)|}) j—z) (z e D).

et —z

Pour f € H(b), s0it (pu)n>0 une suite de polynomes telle que || f — pu|| 2 < 2. Alors T;, pnest un
polyndme pour chaque entier n > 0 et

Tim |75, p — 1y = 0.

Démonstration. Voir le [15, théoreme 5.1]. O
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Chapitre 7

Moyennes logarithmiques

Soit f € Hol(ID) telle que f(z) = ¥,>0a.2". Considérons une méthode P de série entieres
déterminée par p(r) = Y,>opnt" et de rayon de convergence R > 1. On applique cette

métohde a la suite (s, (f))n>0 et on pose
1
P(f)(z) := —= Y_ pur"su(f)(z) (z€D,0<r<R).
L'expression de P;(f)(z) est bien définie en chaque z € ID en raison de la proposition sui-

vante.

Proposition 7.1. Soit f € Hol(ID). Pour chaque r € [0, R), nous avons P,(f) € Hol(ID).

Démonstration. Soit f € Hol(ID) avec f(z) = Y¥,50ax2". Nous allons montrer que la suite
de fonctions f,(z) := ﬁ Yi—o Pnt"sn(f)(z) converge uniformément sur les sous-ensembles

compacts de D vers P, (f). Deux cas sont a considérer :

i) 1 <R < oo;

ii) R = oo.
Pour le premier cas, supposons que 1 < R < co. En renormalisant par la transformation
r — r/R, on peut supposer que R = 1 et faire la démonstration dans ce cas. Alors, supposons
que R = 1. Soit K C D un sous-ensemble compact et considérons un disque D(0,79) C ID

qui contient K. Alors, pour tout z € D(0, 7o), le fait que limsup, ., |a.|'/" = 1, permet

d’obtenir I'inégalité suivante
|51 (f)(z)] < CM" (M > 1,z € D(0, 1))

ot C est une constante positive finie qui dépend de f, de ry et de M. En choisissant M de

sorte que Mr < 1, nous obtenons

PG ~ g L sG] = |



Comme rM < 1, la série de p converge et donc, lorsque n — oo, nous obtenons que

(12 sn(F)(z) = P(f)(z) (z €K),

Ceci démontre le résultat pour le premier cas.

Penchons-nous désormais sur le deuxieme cas et supposons que R = co. En utilisant les

mémes estimés que dans le premier cas avec M := M), fixé, on trouve

1 C
P(f s (f ‘ — s < — (rMp)*
: Z ’ ‘ p(r) ,; vl ‘ P(r) i P
Comme la série de p évaluée en r My converge, nous obtenons que
an z) = B (f)(z) (z€K).
Ceci conclut la démonstration. O

Rappelons que la méthode d’Abel est une méthode de série entiere déterminée par a(r) =
Yo" (0 < r < 1)etlaméthode logarithmique est une méthode de série entiére déterminée
par[(r) = ¥,501"/(n+1) avecr € [0,1). On applique ces méthodes a la suite des sommes
partielles (s,(f))n>0 du développement de Taylor d'une fonction f € Hol(ID). On définit
ainsi les fonctions

Ac(f)(z):=(1—=7r) Y "su(f)(z) (0<r<1,zeD)

n>0

et

L.(f)(z) == logrl Zo n:’f ssa()(z) (0<r<lzeD)
1—r n=

D’aprés la proposition 7.1, les séries de ces fonctions convergent uniformément sur les sous-
ensembles compacts de ID et définissent donc des fonctions holomorphes sur le disque D.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux moyennes logarithmiques des sommes
partielles s,(f). Nous allons montrer que, si b est non-extréme, alors L,(f) € H(b) pour
toute f € H(b). Le résultat principal & montrer est le suivant.

Théoreme 7.2. Il existe b € By~ non-extréme et une fonction f € H(b) telles que

lim Ly (f)[p = oo
r—1

Ce théoreme est une conséquence d’une formule intégrale qui lie les moyennes d’Abel et les
moyennes logarithmiques. Elle est présentée au lemme 7.8.
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7.1 Estimés prélimaires

Avant de montrer la formule intégrale, nous commengons d’abord par énoncer quelques

résultats préliminaires sur les sommes partielles s, (f) et les moyennes d’Abel A, (f).

La premiere estimation concerne les sommes partielles. Rappelons que ¢ = b/a € N ou

(b, a) est un couple pythagoricien.

Proposition 7.3. Soit f € Hol(ID) et b € By~ un point non-extréme. Alors pour chaque R > 1, il

existe une constante positive finie C, qui ne dépend que de R, ¢ et f, telle que

Isa(f)lly < CR" (1 = 0).

Démonstration. Soit R > 1 et f(z) = ¥,50a,2". Soit (b, a) le couple pythagoricien et ¢(z) :=

Y >0 Cnz".

Nous avons
n
k
Isn (Mo < Y laxl 125
k=0

D’apres le théoréme 6.16, nous avons
k)12 k 2
1255 = 1+ ) lej*.
j=0

’1/71

Comme ¢ € Hol(ID), nous avons limsup,,_, . |cx = 1. Par conséquent, il existe un entier

N > 0 tel que |c,| < (v/R)" pour tout n > N. En choisissant C; := max{supg.,.y |cnl, 1},

on obtient
leul < GL(VR)" (n > 0).
De la méme fagon, il existe une constante C; telle que
jan| < C(VR)" (n>0).
Par conséquent, pour chaque k > 0, ||z¥[|? < C2(k + 1)(v/R)* et donc

Isu(f)lls < C1Ca Z VE+1(VR)* < C1Ca(n 4 1)¥2(VR)".
k=0

Comme lim,, o (1 +1)3/2/(v/R)" = 0, il existe une constante Cs telle que (1 + 1)3/2(1/R)"
C3R" pour tout n > 0. En posant C = C;C,C3, on obtient le résultat.

VAN

A Vexemple 1.22, on avait exprimé les moyennes d’Abel comme

Ar(su)nz=0 =Y 1"xn

n>0
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pourvu que les séries convergent dans 1’espace. En prenant les vecteurs x, := a,z", on peut

réécrire les moyennes d’Abel de la suite des sommes partielles (s,(f))n>0 comme

Ar(f)(z) =) an"z" (0<r<1,zeD)
n>0
puisque chaque série converge ponctuellement quel que soitz € ID et quel que soit0 < r < 1.
Cette derniere expression correspond exactement aux dilatées f,(z) d’une fonction f définies

par f;(z) := f(rz). Nous utilisons désormais cette notation.

Un premier estimé concernant les dilatées d"une fonction f € H(b) provient du travail [15].

On pose la fonction by(z) := % (z € D)ol T := (v/5 — 1) /2. Nous pouvons montrer que

by est non-extréme et la fonction ag qui forme le couple (by, ap) est

_ 1=z

ap(z) = T (ze D).

Théoréme 7.4. Soit b := byB? oil B est le produit de Blaschke dont les zéros sont w, := 1 — 87"
(n > 1). Posons

f(z):= 214’”/(1 —wyz) (z€D).

Alors b est un point non-extréme de By, f € H(b), (f;)T(0) > 0(0 < r < 1) et nous avons

lim (f,)*(0) = co.

r—1-
Démonstration. Voir le [15, théoreme 3.1] ou1 il est démontré que b est non-extréme, f € H(b)
et lim, ,1-(f;)"(0) = oo. Le seul point qui n’apparait pas dans 1’énoncé original des auteurs
est (fr)7(0) > 0. Cependant, ce point est implicite dans leur preuve du résultat. Par souci de

complémenter le théoreme, nous allons montrer que (f,)"(0) > 0 pour chaque r € [0,1).

Fixons r € [0,1). Remarquons que ky,, (rz) = 1/(1 — wurz) = ks, (z). Nous avons

fr(z) = Z 47 "ky, (rz) = Z 47"k, (2).

n>1 n>1
Par conséquent, f, = },~1 4 "k, ponctuellement. De plus, nous estimons

—n 2 167" 27" —n
216 Hkrw”HHZZ21—r2(1—8*”)2SZZ—S*”Szz .

n>1 n>1 n>1 n>1

Ainsi, la série qui définit f, est convergente dans H2. Pour le choix de b, nous trouvons que

a = ag puisque la fonction B n’affecte pas la relation |b|?> + |a|> = 1 (p.p. sur T) entre b et a.

Enfin, nous avons

(b(rwn) / a(rwn)) Tokrw, = Tikrw,-
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et donc

(krwn)Jr = (b(rwn)/a(rwn) )krw, = ¢(rwn)krw,

d’apres le théoréme 6.14. Par conséquent, on obtient

T;(fr) = Z 47" Tk, = Z 47" (rwn ) krw,,

n>1 n>1

ce qui donne (f;)" = ¥,514 "¢ (rwy)krw,. On obtient le résultat en remarquant que ¢(rw,)
est un nombre réel positif et k,, (0) = 1. O

Nous présentons maintenant une estimation de la valeur || f,||,. Notons que, par le théoreme
6.15, f, € H(b) puisque f, est une fonction holomorphe sur un voisinage de D.

Théoreme 7.5. Soit f(z) = }_,>0a,2" une fonction dans Hol(ID), soit b € By~ non-extréme et
soit r € [0,1). Alors il existe une constante C(¢, r) qui ne dépend que de ¢ et r telle que

Iflls < C@.PIf 17
oit ¢ := L et (b, a) est le couple pythagoricien. De plus, la dépendance r — C(¢, r) peut étre choisie
de sorte qu’elle est croissante.
Démonstration. Lorsque || f||3,, = oo, le résultat est évident. Supposons que f € H?.

Nous savons que f; est une fonction holomorphe sur un voisinage de ID. Ainsi, d’apres le
théoreme 6.15, nous savons que f, € H(b) pour chaque r € [0,1).

Fixons r € [0,1). D'apres la formule (6.3), nous avons

1l = X ol + X | g

n>0 n>0"'j>0

<l + X (L laealle])

n>0 "j>0

‘ 2
2

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

1A < 1B+ X (P laanl) (X7 *7el?)

n>0 >0 >0
e+ K1 Gl L)
n>0 j=0

ol S* est I'adjoint de 'opérateur de décalage a droite sur H? et (S*)" est la n-composition de
S*. Comme ||S*|| 2,2 < 1, on obtient

Yn>0 Vj’C'|2
A3 < 1B + =225 f
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ot Yj=o 1[cj|* < co puisque ¢ € Hol(ID). Finalement, comme ||f (3. < |||, nous obte-
nons que

115 < )1 f 117
ot C(¢,7) =1+ Lo rlei2/(1—r).

D’apres la définition de la constante C(¢, r), il est facile de voir que la fonction r — C(¢, 1)
est croissante sur [0, 1). O

7.2 Formules intégrales

Le prochain lemme donne une expression intégrale des moyennes logarithmiques en termes
des dilatées d’une fonction f € Hol(ID). Cette identité provient du fait que, pour chaque
z € Dfixé, t — Y, 5 a,t"z" est absolument et uniformément convergente sur [0, 7].

Lemme 7.6. Soit f € Hol(ID). Alors, pour chaque 0 < r < 1, nous avons

L)) = —— [ 4 e

ok o 1
L’identité présentée dans le lemme est ponctuelle. Notre objectif est maintenant de vérifier
qu’elle converge dans #H(b) vers L,(f).
Le premier pas vers cette validation est le lemme suivant.

Lemme 7.7. Soit b € By~ non-extréme, soit f € H(b) et r € (0,1) fixé. L'application F : [0,7] —
H(b), définie par F(t) := fi, est continue de [0, ] dans H(b).

Démonstration. D’apres la proposition 7.3, pour chaque R > 1, il existe une constante posi-
tive finie C > 0, qui ne dépend que de R et f (et de b), telle que

lsn(f)llp < CR".

En choisissant R tel que Rr < 1, on peut assurer que la série

(1=1) Y sa(t" (0<t<7)

n>0

converge dans #(b) vers une fonction ¢g() € H(b) sur [0,7]. Les dilatées f; s’expriment

ponctuellement comme

filz) = (1=1) }_su(f)(2)t" (z€D).

n>0

Conséquemment, on doit avoir que ¢\) = f; puisque la convergence dans H.(b) implique la
convergence ponctuelle (d’apres le théoréme 6.10).
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La continuité de F est obtenue par la continuité des applications t — t"(1 —t) sur [0, 7]
(n > 0). m

Nous pouvons maintenant vérifier que la formule intégrale du lemme 7.6 converge dans
H(b) vers L,(f). Nous utilisons l'intégrale de Bochner comme définition de l'intégrale a
valeurs vectorielles. La définition précise et les propriétés de cette intégrale se retrouvent au
[29, chapitre 3, §3.7].

Lemme 7.8. Soit b un point non-extréme et f € H(b), disons f(z) = Y ,>0a.2". Alors, pour
chaque r € [0,1), nous avons L,(f) € H(b) et

_ Y A

Démonstration. Fixons r € [0,1). D’apres le lemme 7.7, la fonction t +— 7 est continue de
[0, 7] dans H (b) et donc son intégrale de Bochner est bien définie (voir [29, theoreme 3.7.4]).

D’apres la proposition 7.3 a nouveau, pour chaque R > 1, il existe une constante positive C
qui ne dépend que de R et f telle que ||s,(f)||y < CR". Soit R > 1 un nombre choisi de sorte
que Rr < 1.

Premiérement, nous calculons une borne supérieure pour la série définissant L, (f) :

n 1 1
Z ||SVl |br1’l S C r : Z (VR) — C Og 1—}’1R .
log1 - 150 n+1 logﬁnzon—i—l Rlog —

Par conséquent, la série ; 1 Y >0 51’; 77" converge absolument dans 7 (b) et elle définit une

fonction g(") € H(b). Comme la convergence dans #(b) implique la convergence ponctuelle

(d’apres le théoreme 6.10), nous devons avoir

g(l’) (Z) — r Z S”(f)(z) o (Z c D),

log % S0 Nt 1
ce qui fournit L,(f) = g € H(b).

Deuxiémement, nous avons

r S”(f) n 1 /r n
1 Zn—Flr logﬁrgos(f)

log 1= >0

La série }_,~05:(f)t" est absolument et uniformément convergente dans #(b) sur [0, 7].
Ainsi, I’ordre de sommation et d’intégration peut étre inversé sans probléme et on obtient

L ( / S su(F)trdt = — / "Iy
r{ log1 . n>0n log:- Jo 1—t "
ot la derniére égalité provient du fait que f; = (1 —t) Y505 (f)t". O
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En utilisant ce dernier lemme et 1’estimation du théoréme 7.5, on obtient le corollaire suivant.
On considere L, comme un opérateur linéaire de H(b) dans H(b) défini par f — L.(f)
(fe H(b),0<r<1).

Corollaire 7.9. Soit b € By~ non-extréme. Alors, pour chaque r € [0,1), 'opérateur linéaire
L, : H(b) — H(b) est un opérateur linéaire borné et

IL(A)llo < /C@N)Iflle - (f € H(D))

oit C(¢p, r) est la constante du théoréme 7.5.

Démonstration. Soitr € [0,1) fixé et f € H(b). Soit a la fonction extérieure telle que (b, a) est

le couple pythagoricien et posons ¢ := %

Ll g, o ufum/ VC@.D

log:&- Jo 1—t  ~ log;& 1—t

Alors, d’apres le théoréme 7.5, nous avons

et comme l'application t — C(¢, t) est croissante sur [0, 7], 'expression ci-haut est

< VC@Nf e [ < C@niifle

logl r

D’apres la formule intégrale du lemme 7.8 et comme || f|| ;2 < || f ||, nous obtenons I'inégalité
de I’énoncé. O

Dans la preuve du précédent résultat, on remarque que nous avons en fait démontré un

résultat plus fort que celui énoncé. En effet, nous avons plutot démontré 1'inégalité suivante :

1L (F)lle < 1/ C(@, 7)1 f | -

Ceci montre par le fait méme que L, € B(H(b), H?).

Nous pouvons maintenant exploiter la formule intégrale de L,(f) afin d’identifier (L.(f))™.
Rappelons que la fonction f* est I'unique fonction de H? telle que T;f = Tof .

Lemme 7.10. Pour chaque f € H(b) et r € (0,1), nous avons

(Lr(f))+ = loglll /0 (1f2t

Démonstration. Définissons F(t) := ft . C’est une fonction continue de [0, 7] dans H (D)
d’apres le lemme 7.7. Ce fait combme a la formule (6.2) exprimant la norme de #(b) en
termes de f et f* implique que l'application t — (f M Y est continue de [0, 7] dans H?. Cette

fonction est donc Bochner-intégrable sur [0, 7].
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Par conséquent, comme T7 : H? — H? et T; : H? — H? sont des opérateurs linéaires
bornés et en utilisant les propriétés de l'intégrale de Bochner (voir [29, théoreme 3.7.12]),

nous obtenons

1o (f)t 1 Ta(f)t
T”<(1°g1ir> 1/0 gf—)tdt> :<1°g%) 1/0 Tl({)t at
:(loglir)_l/orfb_fttdt

_ Tb<(log1ir>l /Orljjtdt) = T(L,(f)).

D’apres la partie unicité de (L,(f)) " du théoreme 6.14, nous obtenons la formule de I’énoncé.
O

7.3 Divergence des moyennes logarithmiques

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le théoréme principal de ce chapitre.

Rappelons 1"énoncé que nous devons démontrer :

Il existe b € By~ non-extréme et une fonction f € H(b) telles que

lim |[Ly(f)[p = oo
r—1

Démonstration du théoreme 7.2. Choisissons b et f comme dans 1’énoncé du théoréme 7.4. Soit
M > 0 et choisissons g € (0,1) tel que

(f)7(0)>M (ro<t<1).

La convergence dans H? implique la convergence ponctuelle sur D (puisque H? est un
RKHS). Par conséquent, d’apres le lemme 7.10, I’égalité suivante tient :

_ 1O
(L))" () / at.

logﬁ 1t

Soit ¥ € [0,1). En séparant l'intégrale en deux parties, de 0 a r et de o & , nous avons

(L (f))7(0) > log 15 M4 — /O ()7(0) 4,

- logﬁ logﬁ 1-—t

En prenant la lim inf lorsque r — 17, on obtient

liminf(L, (f))*(0) > M.

r—1-

Comme M est arbitraire, liminf, ;- (L,(f))*(0) = co. D’apres I'expression (6.2) de la norme
de L,(f), on obtient

1L (Ao = [(Lr(f))T(0)]

ce qui implique que liminf, ,1- ||L,(f)]|, = oo. O
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Chapitre 8

Conséquences sur les méthodes de
séries de puissances

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux conséquences du résultat principal du précédent
chapitre sur les méthodes d’Abel généralisées et sur les méthodes de Borel généralisées.

Soit f € Hol(ID) dont le développement de Taylor est f(z) = ) ,>04,2". On applique la
méthode d’Abel généralisée d’ordre « > —1 a la suite des sommes partielles (s, (f)),>0 et
on définit
a(NE=a-n L ("THsnE Geposr<.
n>0

D’apres la proposition 7.1, A¥(f) € Hol(ID) pour tout r € [0,1). Nous allons aussi montrer
que, si b est non-extréme, alors A%(f) € H(b) pour tout r et toute f € H(b).

Soita > 0,8 € Ret N > 1 tels que aN + B > 1. On applique aussi la méthode de Borel

généralisée B*P a la suite des sommes partielles (s, (f)),>0 et on définit

(1) o e § S ()(E)
B () = e E S

(zeD,0<w < o).

D’apres la proposition 7.1, BYP (f) € Hol(ID) pour tout w € [0, ). Nous allons éventuelle-
ment montrer que BYP (f) € H(b) pour tout w et toute f € H(D).

L'objectif de ce chapitre est de démontrer les deux résultats suivants.

Théoréme 8.1. Il existe un point non-extréme b € H™ et une fonction f € H(b) telle que, pour
tout o > —1,

Tim [|A5(f) = flly # 0.
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Théoreme 8.2. Il existe un point non-extréme b € H™ et une fonction f € H(b) telle que, pour
touta > 0et B € N avecaN + > 1,

lim [|BGP(f) = flls #0.

8.1 Méthodes d’Abel généralisées

Nous montrons d’abord, avec une technique similaire a celle utilisée dans le cas de la mé-
thode logarithmique, que A} (f) € H(b) pourr € [0,1) et f € H(b).

Proposition 8.3. Soit 0 < r < 1 et b non-extréme. Alors, pour toute f € H(b), la série définissant
A%(f) est convergente dans H(b) et A¥(f) € H(b). De plus, l'application A% : H(b) — H(b)
définie par f — A¥(f) est un opérateur linéaire borné.

Démonstration. Soitr € [0,1) fixé et f € H(b). D’apres la proposition 7.3, pour chaque R > 1,
il existe une constante C qui dépend de f et R (et aussi de b) telle que
Isn(F)lly < CR*  (n = 0).

En choisissant R > 1 tel que 7R < 1, on obtient I'estimé suivant

a=nte (Tl < ca-nte (T oy = (1 25) <o

n>0 n>0

Ainsi, la série définissant A%( f) converge dans # (b), disons vers ¢("). Comme la convergence
dans H(b) implique, en particulier, la convergence ponctuelle (d’apres le théoreme 6.10), on
obtient que A%(f) = ¢") € H(b).

D’apres I'équation (6.1) de la norme dans H(b), la convergence dans la norme de #(b) im-
plique la convergence dans H2. Ainsi, la série A%(f) converge aussi dans H? et est égale a
A%(f). Cette remarque nous servira afin de démontrer que A¥ : H(b) — H(b) est un opéra-

teur linéaire borné.

L'application A% : H(b) — H(b) est clairement un opérateur linéaire. Nous allons utiliser
le théoreme du graphe fermé afin de démontrer qu’il s’agit d’un opérateur linéaire borné.
Supposons que f,, — f et A¥(f,) — g dans la norme de H (b) lorsque n — oo. Alors, d’apres
laremarque ci-haut, f,, — f et A%(f,) — g dans H?. Posons s, : H> — H? comme |'opérateur
linéaire qui assigne a chaque fonction f € H?, la n-ieme somme partielle de sa série de Taylor.
Evidemment, nous avons, d’aprés la définition de la norme de H?, que ||s;||p2_p2 < 1. Par

conséquent, nous obtenons

1A (f) = AF(A)llie < (A=) ) <k+“> Is(fu = ANt < Nl fu = fllee-

k>0 \ &

En laissant n — o0, on conclut que A%(f,) — A%*(f) dans la norme de H?. Conséquemment,

on obtient A%(f) = g, ce qui conclut la démonstration. O
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Nous sommes maintenant préts a démontrer le premier résultat principal de cette section.

Démonstration du théoreme 8.1. Soit b et f les fonctions dans le théoreme 7.2. Supposons, si
possible, que A¥(f) — f lorsque r — 1~ pour toute fonction f € H (D).

D’apreés le théoréme 2.20, la méthode d"Abel généralisée est scalaire-incluse dans la méthode
logarithmique. Ainsi, d’apres le corollaire 3.6, pour chaque fonction f € H(b), nous devons
avoir que L,(f) — f lorsque r — 1. Or, ceci contredit le théoréme 7.2. Par conséquent, il
doit exister une fonction f telle que A%(f) /4 f. O

En fait, en utilisant un résultat plus fort que le corollaire 3.6, on peut montrer qu’il existe une

fonction f pour laquelle il n’existe aucune fonction g € H(b) telle que A%(f) — g.

Si possible, supposons que, pour toute f € H(b), A¥(f) — g pour une certaine fonction
¢ € H(b).Dans ce cas, A¥(f) — g faiblement dans H (b). Comme la méthode A" est scalaire-
incluse dans L, d’apres le théoreme 3.4, L,(f) — g faiblement dans #(b). Ceci implique que
sup, < -1 [Lr(f)|[s < oo quelle que soit f € H(b). Or, ceci est impossible puisqu'il existe une
fonction f € H(b) telle que lim, ,1- ||[L/(f)||s = oo d’apres le théoreme 7.2.

Pour terminer cette section, nous montrons en fait que le théoreme 8.1 se généralise a une
famille plus grande de méthodes de sommabilité de séries entieres. Ceci est une conséquence
du théoréme 2.14 de Borwein énoncé a la section 2.3.

Considérons une méthode de sommabilité de série entiere obtenue de la fonction p(r) =
Yu>0 Pnt" avec un rayon de convergence de R, = 1. Nous supposons que, pour les coeffi-
cients (pn)n>0, il existe un entier N, une mesure signée finie y définie sur [0, 1] et un nombre

0 € (0,1] tel que, pour tout entier n > N,
1
(A) L5 =pu Jy " du(t);
1
B) 7 = Opu Jo " A (D)l
Un exemple explicite de telle suite qui satisfait ces conditions est p, = ("*%) (¢ > —1,1n > 0)
(voir la derniere section de [5] pour les détails).

Lorsque b est non-extréme, en utilisant les mémes arguments que dans la proposition 8.3,
nous pouvons démontrer que Pr(f) € H(b) pour toute fonction f € H(b) et tout r €
[0,1). En utilisant le théoreme du graphe fermé, on peut montrer que 1'opérateur linéaire
P, : H(b) — H(b), défini par f — P.(f), est borné pour chaque r € [0,1). On obtient
finalement le résultat suivant.

Théoréme 8.4. Soit p une série de puissances de rayon de convergence R, = 1. Supposons que
les coefficients (pn)n>0 satisfont les conditions (A) et (B) ci-haut pour un entier N > 0, une mesure
signée finie p et un nombre 6 € (0,1]. Alors, il existe b € By non-extréme et une fonction f € H(b)
telle que P,(f) /> f dans H(b) lorsquer — 1~.
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Démonstration. La preuve utilise le méme argument utilisé dans la preuve du théoréme 8.1.
O

8.2 Méthodes de Borel généralisées

On suppose dans cette section que & > 0 et § est un nombre réel tel que aN + > 0.

Les méthodes et arguments de la section précédente s’adaptent aussi pour la méthode de
Borel généralisée. Une premiére proposition se montre de la méme facon que la proposition
8.3.

Proposition 8.5. Soit 0 < w < oo et b non-extréme. Alors, pour toute f € H(b), la série définissant
BYP (f) est convergente dans H(b) et BYP (f) € H(b). De plus, l'application BYP : H(b) — H(D)
définie par f — BYP (f) est un opérateur linéaire borné.

Rappelons que, dans la preuve du théoréme 3.3, le domaine des parametres des méthodes
de sommabilité (A, ca(X),limy) et (B, cp(X),limp) ne joue pas de rdle. Ainsi, il est possible
d’appliquer le corollaire 3.6 a deux méthodes dont les domaines des parametres sont dif-
férents (par exemple, E4 = [0,00) et Eg = [0,1)). Cependant, comme l'inclusion scalaire
de la méthode de Borel généralisée est valide si les moyennes d’Abel convergent pour les
suites scalaires, il faut s’assurer qu’il est possible d’utiliser le corollaire 3.6 pour procéder
a la preuve du deuxiéme théoreme principal de cette section. Comme le montre le lemme
suivant, ceci n’est pas un probléme lorsque X est I’espace de de Branges-Rovnyak!!

Lemme 8.6. Si (s,(f))n>0 est B¥P-convergente vers f pour toute f € H(b), alors (s,(f))n>o est
L-sommable vers f pour toute f € H(b).

Démonstration. Supposons que (s,(f))n>0 est B¥f-sommable vers f pour toute f € H(b).
Notre objectif est de démontrer que (s, (f)),>0 est L-sommable vers f. Ce que nous devons

montrer est

i) que la série définissant L,(f) est convergente dans 7 (b) pour chaque r € [0,1) et
chaque f € H(b);
ii) que L,(f) — f lorsque r — 1~ pour chaque f € H(b).

Le premier point a été démontré au lemme 7.8.

Concentrons-nous sur le deuxiéme point. D’apres la proposition 8.3 avec « = 0, pour toute
f e H(b), Lyso(1 —1)r"sy(f) converge dans H(b) pour chaque r € [0,1). Par conséquent,
comme la convergence dans la norme implique la convergence faible, nous avons que la
série },~o(1 — 7)r" (su(f), g), est convergence pour chaque ¢ € H(b). Autrement dit, la
suite ((sx(f), g);)n>0 appartient au domaine de la méthode d’Abel. De plus, par hypothese,
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nous avons aussi que

Wt
e o (P U8 (€ D)
Autement dit, la suite ((s,(f), g),)n>0 appartient aussi au domaine de sommabilité cp.s(C)
de la méthode de Borel généralisée. D’apres le théoreme 2.21, la suite ((s,(f), )}, )n>0 est L
sommable pour chaque § € #H(b). Autrement dit, L,(f) converge faiblement vers f. Ceci
implique qu'il existe un nombre ry tel que sup, _, ¢ [|L+(f)[ly < oo pour toute f € H(b).
Comme les polyndmes sont denses dans 7 (b), on peut utiliser le méme argument qui a
servi a démontrer la deuxiéme partie du théoreme 3.3 pour démontrer que L,(f) — f pour
toute f € H(b). Ceci termine la preuve du lemme. O

Nous pouvons désormais démontrer le théoreme 8.2. Rappelons-en 1’énoncé :

Il existe un point non-extréme b € H* et une fonction f € H(b) telle que, pour
touta >0etp € NavecaN +p>1,

. B _
dim |[BS7(f) = fll» # 0.
Démonstration du théoreme 8.2. Soit b et f les fonctions dans le théoreme 7.2. Supposons, si

possible, que BY(f) — f pour toute f € H(b). D'apres le lemme 8.6, ceci implique que
L,(f) — f pour toute f € H(b). Ceci contredit le théoreme 7.2. O
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Quatrieme partie

Construction exceptionnelle d"un
espace de fonctions holomorphes sur
le disque unité

85



Chapitre 9

Impossibilité d’approximer des
fonctions impaires par des polyndmes

impaires

Rappelons qu'un espace de Banach de fonctions holomorphes est un espace de Banach X C
Hol(ID) tel que l'inclusion i : X — Hol(ID) soit continue. L'espace Hol(ID) est muni de sa
topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compact de ID. Cette topologie

est métrisable, par exemple,

N G [ { P
1.9 = Do gl (o8 € HOID))

ot Ky, := D(0,1—1/n) et | f[|k, o = sup,cg, [f(z)|- Muni de cette métrique, (Hol(ID), d) est
un espace de Fréchet.

Dans ce chapitre, 1’objectif est de montrer le théoreme suivant.

Théoreme 9.1. 1l existe un espace de Hilbert de fonctions holomorphes H sur le disque ID tel que
1. H contient I'ensemble des polynomes;
2. l'ensemble des polynomes est dense dans H ;
3. l'ensemble des polyndmes impairs n’est pas dense dans I’ensemble des fonctions impaires de H.

De plus, pour toutes les suites (wy)n>0 de nombres positifs telles que Y, 1/wy, < oo, l'espace H peut
étre construit de sorte que ||z"|| g < 1+ w, pour tout n > 0.

Une fonction f : ID — C estimpairesi f(—z) = —f(z) pour tout z € ID. Nous explorons, dans

I'avant-derniére et la derniére section, des conséquences de ce dernier résultat. Des variantes

pour d’autres types d’espaces se retrouvent dans 'article [40, §3].
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Dans ce qui suit, d,p est le delta de Kronecker qui est défini sur un ensemble I' et dont

P 1 sia=p
7o sia # B.

L'évaluation d’une fonctionnelle linéaire continue ¢ € X* est notée (x, ¢) (x € X). Une base

I'expression est

de Schauder pour un espace de Banach est une suite (x,),>0 C X telle que chaque élément
x € X s’écrit de fagon unique comme x = )~ @, Xy.

Pour un ensemble S := {x, : a € I'} de vecteurs, I'ensemble vectoriel engendré par 1’'ensemble
S est 'ensemble span S, c’est-a-dire 'ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments

de S. Sa fermeture est notée span S.

On note par (e,),>0 la base canonique de 1’espace ¢? des suites de nombres complexes de
carrés sommables. Ainsi, chaque élément e, s’exprime comme e, = (J, x)x>0- Plus précisé-
ment (e, ) >0 est une base de Schauder qui est, de plus, orthonormée pour le produit scalaire

de 2, c’est-a-dire ||e, ||, = 1 et
<en/ em>f2 = On,m

ott ((an), (bn))2 := L0 anbu. Rappelons que (£?)* s’identifie isométriquement a (2 par le
théoréme de Riesz.

9.1 Base de Markushevich

Une notion essentielle a la preuve du théoréme 9.1 est la notion de base de Markushevich.
Nous présentons brievement ce concept. Pour davantage de détails sur les bases de Marku-
shevich, le lecteur peut consulter I'ouvrage [24]. L'ensemble du matériel présenté dans cette

section provient du chapitre 1 de l'op. cit..

Pour introduire le concept de base de Markushevich, nous devons présenter la définition de
systéme biorthogonal.

Définition 9.2. Soit X un espace de Banach et I' un ensemble non vide. Une famille de paires
{(xy,x5) + ¥ €T} C X x X* est un systeme biorthogonal si

(xq, xE) = O p-

Pour simplifier la notation et le texte, un systeme biorthogonal {(x,,x%) : 7 € T'} est noté

{xy; x5 }yer. Lorsque T' = Ny, le systéme est plutdt noté {x,; x;; }u>0 ou {xu; X5 }52 -

Exemple 9.3. Soit X un espace de Banach séparable muni d’une base de Schauder (x,),>0
tel que ||x,||x = 1. Comme (x,),>0 est une base de Schauder, chaque élément x € X s’écrit
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de maniére unique comme

X =) mxy

n>0

ol les a,, sont des scalaires. Suivant ce fait, nous définissons x;;, pour n > 0, par

< Z unxn,x;;> = a,.

n>0
Nous montrons que x;; € X*. Définissons 1’application ||| - |||x : X — [0, o) par |||x|||x :=
sup,~o || Li—o akXk||x. Posons P, : X — X par l'expression P,(x) := Y/ oaxr (x € X et
n> 6). L'application ||| - |||x est une nouvelle norme sur X et la famille composée des projec-
tions P, est uniformément bornée dans la norme d’opérateur ||| - |||x_ x induite par ||| - |||x
(voir le [19, lemme 4.9(i)]). Une conséquence du théoreme de I’application ouverte est que la
norme || - || x est équivalente a la norme ||| - |||x (voir le [19, lemme 4.9(ii)]). Par conséquent,
les opérateurs linéaires P, forment aussi une famille uniformément bornée dans la norme
d’opérateur || - || x—x induite par || - ||x (voir le [19, théoreme 4.10]). Soit C := sup,, || Py || x—x-
Alors, nous avons, pour x = Y >0 AnXn,

| (¢, x0) | = lan| = [lanxa|x = [[Pa(x) = Pya(x)[|x < 2C[Jx]|x.

Ceci montre que x;, € X* etsup, || x| x—c < 2C. Pour chaque paire d’entiers m > Oetn > 0,
ona (xu,x5,) = Onm (par définition des fonctionnelles x}). Par conséquent, {x,; x}; },>0 est
un systéme biorthogonal pour X x X*.

Exemple 9.4. Soit X = H? l’espace de Hardy. Alors les mondmes (fy,)n>0 (Ol fy(z) = z")
forment une base de Schauder de H?. Les fonctionnelles f; sont identifiées (par le théoréme

de Riesz) au mondme z". (En fait, nous avons méme une base orthonormée).

Exemple 9.5. Soit X = Hol(ID) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
sous-ensembles compacts de ID. Méme si X n’est pas un espace de Banach, on peut quand
méme parler de base de Schauder pour cet espace. En effet, pour f(z) = Y_,>0 a,2", les sommes
partielles s,(f) convergent uniformément sur les sous-ensembles compacts de ID lorsque
n — oo. Comme les coefficients de Taylor sont uniques, les mondomes (fy)n>0 (fu(z) = z")
forment une base de Schauder pour X. Entre autres, Hol(ID) est séparable (selon la topologie

de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de D).

L'exemple 9.3 montre aussi qu’a chaque base de Schauder (x,),>0, il est possible de trouver
une suite (x;),>0 € X* telle que {x,; x; } >0 est un systéme biorthogonal. Une telle propriété

a un nom.

Définition 9.6. Une famille {x, : v € '} C X est minimale il existe une famille {x3 : 7 €
I'} C X* telle que {x,; xJ },er est un systeme biorthogonal.

88



De plus, dans 1’exemple 9.3, on observe que span{x, : n > 0} = X. Cette propriété a aussi
un nom. Nous en profitons aussi pour introduire la notion de systéeme biorthogonal total.
Définition 9.7. Soit {x,; X }yer un systéme biorthogonal.

1. 1l est fondamental sispan{x, : y € I'} = X.

2. Tl est total si spanw*{xi; cyeTl} =X*

La notation span” signifie la fermeture selon la topologie faible-+ de X*.

Définition 9.8. Un systeme biorthogonal {x.; xi;}%r est une base de Markushevich (ou sim-

plement une M-base) si le systéme est fondamental et total.

Définition 9.9. Une M-base {x,; x; }3_, est dite forte si x € span{(x,x;)x, : n > 0} quel
que soit x € X.

Nous terminons cette section en mentionnant que Markushevich a démontré que tout espace
de Banach séparable admet une M-base (voir le [24, théoréme 1.22]). Ceci contraste avec le
fait qu’il existe des espaces de Banach qui ne possedent pas de base de Schauder (ce fait
a été démontré par Enflo [18]). Les M-bases fournissent donc une alternative aux bases de

Schauder dans les espaces de Banach séparables.

9.2 Construction de I’espace de fonctions holomorphes

Nous procédons maintenant a la preuve du théoreme principal de ce chapitre. Les idées de
la preuve sont adaptées des méthodes employées par Johnson. Ces techniques ont permis de
démontrer qu'un espace de Banach séparable peut avoir un systeme biorthogonal qui n’est

pas une M-base forte (voir la preuve de la [24, proposition 1.34]).
Nous avons d’abord besoin d’un lemme.

Lemme 9.10. Soit (e,),>0 la base canonique de (2. Soit (a,)y>0 et (by)u>o deux suites de nombres
réels. Pour n > 0, on définit deux suites (x,,) >0 et (Yn)n>0 comme ceci :

Xop = €, Yon 1= € + aneouy1 — byp1€2043,

Xop41 i= €41 — An€2n + bnean_2, Yont1 := €41

oit nous admettons que e_p := 0. Alors {X,; Yn }n>0 est une M-base de 2.

Démonstration. Pour démontrer que {xy; ¥, }n>0 est une M-base, il faut montrer que
i) le systeme {x,; yu }n>0 est un systeme biorthogonal;

ii) les espaces vectoriels engendrés par (x;,),>0 et (y,)s>0 sont denses dans /2.
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Nous commengons par démontrer I’orthogonalité, c’est-a-dire (xy,, Y )2 = dym. Il y a quatre
cas a vérifier : les indices n, m sont pair/pair, pair/impair, impaire/pair et impair/impair.

— Sin = 2k et m = 2j pour certains entiers k et j, alors
(22, yz;')ez = (ex, € + ajezj41 — b]’+132j+3>22 = Ook,2j-
— Sin =2k et m = 2j 4 1 pour certains entiers k et j, alors
(X2k, Y2j) 2 = (eak, €2j41) 2 = O2x2j41 = 0.
— Sin =2k + 1 et m = 2j pour certains entiers k et j, alors
<x2k+1y2j>£2 = (eax41 — axexr + breax—2, e +ajegjr1 — bj+132j+3>€2

= Aj02k+12j+1 — bj+102k+1,2j+3 — Akdak2j + Dkdok—2,2f
=ax— b1 —ax+b =0

— Sin =2k +1etm = 2j 4 1 pour certains entiers k et j, alors

<sz+1,yzj+1>1zz = (eax41 — axexr + bkezk—zr€2j+l>€2 = 52k+1,2j+1-

Montrons maintenant que span(x,),>o et span(yy,),>o sont denses dans ¢2. Evidemment,

nous avons span(x,),>o C span(ey),>o. Pour l'inclusion inverse, on remarque que
Xop = ey et exuy1 = Xoug1 + AnXon — buXon—2

o1 on pose x_j := 0. Ainsi, span(e, ),>0 C span(x,),>o et

span(x,),>0 = span(e,)n>o-

Comme (e,)n>0 engendre un sous-espace vectoriel dense dans ¢2, il en est de méme pour
(x1)n>0. On procede de la méme fagon pour démontrer que (¥, ),>0 engendre un sous-espace
dense dans ¢2. O

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréeme 9.1. Rappelons-en I'énoncé :

I existe un espace de Hilbert de fonctions holomorphes H sur le disque DD tel
que

1. H contient I'ensemble des polyndmes;
2. I'ensemble des polyndmes est dense dans H;

3. les polyndmes impairs ne sont pas denses dans l'ensemble des fonctions
impaires de H.

De plus, pour toutes les suites (wy, ),>0 de nombres positifs telles que }_, 1/w, <
oo, l'espace H peut étre construit de sorte que ||z"||g < 1+ w, pour toutn > 0.
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Preuve du théoreme 9.1. Soit (17,)n>0 une suite telle que 77, > 0 et Y5073 < oo. Le choix de
cette suite est précisé plus tard dans la preuve. Posons a, := 1/72 (n > 0) et b, := 1/1,17,_1
(n > 1). D’apres le lemme 9.10, le systeme {x,, y, } construit dans le lemme est une M-base.
Pour x € /2, posons

J(0)(2) = Y Ime (e ),

2 [yl

Pour chaque x € 2, d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

Z‘xwa Y 2= !Mh (zeD).

>0 lynll, n>0

Ainsi, nous voyons que J(x) € Hol(ID) pour chaque x € ¢? et | : ¥2 — Hol(ID) est une
application linéaire continue. De plus, l'application ] est injective. En effet, si x € ¢? est
choisi de sorte que J(x) = 0, alors, par unicité des coefficients du développement de Taylor
de J(x), nous obtenons que

(%, )z =0 (n>0).
Comme (v, ) engendre un sous-espace vectoriel dense dans ¢2, on obtient que x = 0.

On définit maintenant 1’espace de Hilbert H := J(¢?) (I'image de J) dont le produit scalaire
(-, )y est défini par

J@ Iy = (xy)e (vyel).

Comme ] est injective, ce dernier produit scalaire est bien défini. D’apres le paragraphe pré-
cédent, l'inclusion H < Hol(ID) est continue. En d’autres mots, H est un espace de Hilbert
de fonctions holomorphes sur D. De plus, comme (x,),>0 engendre un sous-espace vectoriel
dense dans ¢2 et J(||yx||,2x,) = z" pour chaque n > 0, il s’en suit que H contient I’ensemble
des polyndmes et que I’ensemble des polyndmes est dense dans H.

Il reste maintenant & montrer que 1’ensemble des polyndomes impairs n’est pas dense dans
le sous-ensemble des fonctions impaires de H. Pour accomplir cela, il suffit de construire
deux fonctions f,¢ € H telles que f est impaire, (z2"*1, g)yy = 0 pour chaque n > 0, mais
(f,g)u # 0. Voici comment on fait cela. On définit les éléments u, v par les expressions
suivantes :

1
u:= Z njezj+1 et vi=—e + Z Nk€2k-
>0 0 k>0

La condition )~ 72 < oo assure que u, v € {? et on pose maintenant f := J(u) et g := J(v).
Ainsi, les fonctions f et g s’écrivent explicitement comme

f(Z) _ <u1y71>£22n et _ <v/y”>€2
=0 lynlle =0 llynlle
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pour z € ID. Pour chaque entier n > 0, le coefficient f(21) de z** dans le développement de

Taylor de f satisfait

Vonll2f (2n) = (0, y20) 2 = Y mi{eoji1, Yon) i
i=0

= Z<32j+1/ eon + Aneon i1 — buy1€2n43) 2
j20

= Nnln — 77n+1bn+1 = 0.

Donc, on obtient f(21) = 0 pour chaque 7. Par conséquent, f est une fonction impaire. Aussi,

pour chaque entier n > 0, nous avons

22n+1/8>H = (X2n11,0) 2 = (X2n11,€1 /770>gz + 2 77k<x2n+1/32k>€2

k>0

ly2ns1ll 2"

= <62n+1 — apey + byen_z, 61/7’]0>€2

+ Y mieleans1 — anean + buean—z, ) 2
k>0

Ny + p1by, n>1
1/10 — noao, n=20
=0.

Enfin, nous avons

(f,8)n = (wv)p = < Y mieai1, (1/n0)er + Y 771<€2k>€2 =1n0/1m0=1#0.

j=0 k>0

Ceci complete la partie de la preuve sur la non-densité de 'ensemble des polynomes impairs

dans 1’ensemble des fonctions impaires de H.

Finalement, on analyse la question de 'estimation de ||z"||g. Comme z" = J(||yx||;2x1), On a

2" llx = |[lyallaxal] , = lxallallyn e

D’apres la maniere dont nous avons construit x, et y,, on en déduit les estimés suivants :

1 1
122"l = llx2nlle v lle < 1+ an] + bual =1+ — + (n>0)
M Mnln+1
2n+1 _ _ 1 1
1271 = 221l e ly2ntille <1+ |an| + |ba] =1+ — + (n>1)
M Mnln—1

Izl = [lxall2llyall e <14 faol = 1+ o
0

Afins d’obtenir ||z"|| < 1+ w, pour chaque n, il suffit maintenant d’avoir les inégalités

suivantes :
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Pour vérifier ces inégalités, il suffit de définir

5 3 1 3 1
UPRES + + +
Wap Wypn—2  Wan41 Wrn+3

et

3 3 1
2 . +

wy Wi ws
Avec ce choix, la condition ), w%l < oo de I'hypothese assure que ¥ ,5o%2 < oo. Ceci
termine la preuve du théoréme. O

9.3 Conséquences de la construction

Le théoreme 9.1 a des conséquences importantes sur la sommabilité du développement de
Taylor d'une fonction f € Hol(ID).

D’apreés la construction de H dans le théoréme 9.1, les polynémes sont denses. En appliquant
le procédé de Gram-Schmidt, il est possible de trouver une base orthonormale de polynémes
(pn)n>0 C H. Ainsi, toute fonction f € H s’écrit comme

o]

f=Yfpup

k=0
ol la série converge vers f dans la norme de H. Ceci suggere la question suivante (en laissant
tomber la propriété d’orthogonalité) : est-il possible de prendre les polynémes p, = s,(f),
out s, (f) sont les sommes partielles du développement de Taylor de f € H? Une maniere
équivalente de poser le probleme va comme suit : pouvons-nous trouver une méthode de
sommabilité matricielle triangulaire (A, ca(H),lims) ou A = (&, ) telle que

n—00

lim Hf - éan,ksk(f)HH =0.

Une premiere conséquence du théoréme principal répond a cette question. La réponse est

non!

Corollaire 9.11. Soit H I'espace du théoreme 9.1. Alors, malgré le fait que I’ensemble des polyndmes
soit dense dans H, il existe f € H telle que f n’appartient pas a la fermeture de I'espace vectoriel
engendré par (s, (f))n>0-

Démonstration. D’apres le théoréme 9.1, il existe une fonction impaire f € H qui n’est pas
approximable par des polynomes impairs. Comme f est impaire, les sommes partielles s, ()
de son développement de Taylor sont aussi des fonctions impaires. Ainsi, la fermeture de
’ensemble span{s,(f) : n > 0} ne peut pas contenir f. O
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Le dernier résultat s’étend en fait a toute méthode de sommabilité matricielle et certaines mé-
thodes de sommabilité suite-fonction. En incluant la derniere partie du théoréme 9.1 concer-

nant I’estimation de la norme des mondémes z”, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 9.12. Soit H et (wy)n>0 définis comme dans le théoreme 9.1. Supposons, en plus, que
la suite (wy )y satisfait im, o wh/™ = 1. Alors, malgré que I'ensemble des polyndmes soit dense
dans H, il existe f € H telle que

1. Y52 o cksk(f) converge dans H pour toute suite (cx)i>o telle que limsup, ., |cx|V/* < 1;

2. f n’appartient pas a la fermeture de I’espace vectoriel engendré par I'ensemble des séries précé-
dentes.

Démonstration. Soit f une fonction impaire qui n’est pas approximable par des polynomes

impairs.

D’abord, pour le premier point, soit (cx)x=o une suite telle que limsup, . |cx|'/¥ < 1. Ainsi,
d’apres la derniere partie du théoreme 9.1, nous avons

lim sup HZ”H}{” < limsup(1 + w,)" < 1.
n—oo n—oo
Ainsi, pour chaque R > 1, nous avons ||s,(f)||z = O(R¥) (les techniques pour démontrer
cela sont semblables a celles utilisées dans la proposition 7.3) et donc Y~ |ck|||sn (f) ||z < o0
quel que soit la suite (cg)i>o telle que limsup, . |o|/F < 1.

Puis, le deuxieme point est une conséquence du choix de f et du fait que les séries consi-
dérées Y o cksu(f) appartiennent a la fermeture de span{s,(f) : n > 0}. Ceci termine la
démonstration. O

Une famille de cas particuliers du corollaire précédent est la famille des méthodes de somma-
bilité de série entiére introduite au chapitre 2. On s’intéresse particulierement aux méthodes
de sommabilité de série entiere déterminées par une série p(r) = }_,~ pnt" dont le rayon de
convergence est R, > 1. Rappelons qu'une telle méthode est définie par I’expression

Pif) = oos L psf)F < <1)

k>0

Pour cette famille de méthodes de sommabilité, nous avons c¢; = pir*/p(r) et comme le
rayon de converge de la série entiére p est d’au moins 1, nous pouvons facilement vérifier

que

limsup |cx|Y* < r < 1.
k—oc0

Ainsi, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 9.13. Soient H et (wy)n>0 définis comme dans le théoreme 9.1. Supposons que la suite
(wn)n>o satisfait lim,_,e wl/™ = 1. Alors, malgré le fait que I'ensemble des polynomes soit dense
dans H, il existe f € H qui n’appartient pas a la fermeture de l'espace vectoriel engendré par I'en-
semble {P,(f) : 0 <r <1}

En particulier, il existe une fonction f € H telle que
— fé&span{f, : 0<r<1};
— f¢span{L,(f) : 0 <r<1}.
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Conclusion

Cette these avait comme vocation premiere 1'étude de la sommabilité du développement
de Taylor dans certains espaces de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité

contenant les polyndmes comme un sous-ensemble dense.

Les résultats de cette these suggerent plusieurs problemes de recherche a explorer. Nous

concluons ce travail en discutant de quelques-unes de ces pistes de recherche.

Fonctions impaires et les espaces de de Branges-Rovnyak

Les résultats du chapitre 7 ont montré qu'une grande famille de méthodes de sommabilité est
inefficace pour faire converger les sommes partielles s, (f) vers la fonction f dans la norme
d’un espace de de Branges-Rovnyak 7{(b), méme si les polyndmes sont denses dans # (D).
Parmi ces méthodes, nous avons analysé la méthode logarithmique et certaines méthodes de

séries de puissances.

Au chapitre 9 (corollaire 9.13), nous avons montré qu’il existe un espace de Hilbert H de
fonctions holomorphes sur le disque unité dans lequel les polynomes sont denses et une
fonction f € H tels que f n’appartient pas a la fermeture de 1'espace vectoriel engendré par
les sommes partielles s, (f). Serait-il possible de construire H de sorte qu’il corresponde a un
espace de de Branges-Rovnyak # () ? Autrement dit,

Question 1. Existe-t-il un point non-extréme b et une fonction impaire f telle que f n’est pas ap-
proximable par des polyndmes impairs dans la norme de H(b) ?

Nous avons analysé un petit peu cette question et elle conduit a un probleme d’optimisation.
A cejour, nous n’avons pas été en mesure de résoudre ce probleme et cette question demeure

ouverte.

Méthodes de sommabilité d’opérateurs

D’apres les résultats de [42], les auteurs ont montré que si X est un espace de Banach de
fonctions holomorphes sur le disque unité ID qui posséde la condition d’approximation bor-
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née! et dans lequel les polyndmes sont denses, alors il existe un schéma d’approximation
polynomiale (T;),>0. Rappelons qu'un schéma d’approximation polynomiale est une suite
d’opérateurs linéaires bornés T, : X — X telle que la suite (T, (f))n>0 est un polyndme et
converge vers f dans la norme de X pour toute f € X. De plus, les auteurs ont démontré
que les opérateurs T, peuvent étre choisis de sorte que le degré de T, (f) est inférieur a n. Ils
avaient alors demandé s’il est possible d’écrire ces opérateurs T,, comme

Tu(f) = kZ anisk(f)  (f € X) 9.1)
=0

pour des scalaires «, k.

Les résultats du chapitre 9 montrent qu’il existe un espace de Hilbert H de fonctions holo-
morphes sur le disque unité ID et une fonction f € H telle que la suite des sommes partielles
(sn(f))n>0 n'est sommable pour aucune méthode de sommabilité matricielle triangulaire.
La réponse a la question de Mashreghi et Ransford est donc non, méme dans le contexte des
espaces de Hilbert de fonctions holomorphes sur le disque ID. Est-ce qu’il est possible de
considérer d’autres types de méthodes de sommabilité matricielles?

Robinson [48] a étudié des méthodes de sommabilité matricielles (A, c4(X),limy4) ot l'ap-
plication A est déterminée par une matrice (A )mn>0 d’opérateurs linéaires bornés A, ,, :
X — X. 1l a démontré, entre autres, que le théoréme de Silverman-Toeplitz s’étend a ce
contexte si on remplace la condition

sup ) [amu| < oo

m>0 m>0
par ce qui est appelé la norme groupée?. Un excellent contre-rendu des résultats sur les mé-
thodes de sommabilité matricielles définies par une matrice d’opérateurs linéaires est 1’ou-
vrage de Maddox [37].

Les méthodes matricielles considérées dans cette these sont des cas particuliers des mé-
thodes matricielles définies par des matrices d’opérateurs. En effet, chaque scalaire a peut
étre vu comme l'opérateur A : X — X défini par A(x) = ax (x € X). Ainsi, une mé-
thode de sommabilité (A, ca(X),lim,) définie par une matrice (amn)mn>0 peut étre vue
comme une méthode de sommabilité déterminée par une matrice d’opérateur (A, n)mn>0
ott Ay n(X) := amux (x € X). Ainsi, la question suivante est une piste de recherche intéres-

sante a envisager.

Question 2. Pour un espace de Hilbert H de fonctions holomorphes sur ID dans lequel I'ensemble
des polyndmes est dense, existe-t-il une matrice d’opérateurs linéaires bornés (Amn)mn>o telle que
pour toute f € H,

1. En anglais, la « bounded approximation property (BAP) »
2. Cette terminologie a été introduite par Lorentz et Macphail dans leur article [36])
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o Yoo Amnsn(f) est un polyndme de degré au plus m.

® 7110US AVONs

m
il a0 e
Cette derniére question semble avoir une réponse positive pour le cas des espaces de de
Branges-Rovnyak # (b) oi1 b est non-extréme. En effet, au chapitre 6, nous avons présenté un
résultat d’approximation par des opérateurs de Toeplitz de El-Fallah, Fricain, Kellay, Mash-
reghi et Ransford dans le contexte des espaces de de Branges-Rovnyak #(b) ot b est non-
extréme. Il s’agit du théoréme 6.17. Soit a la fonction extérieure telle que |b|? + [a]? = 1
(p.p- sur T) et a(0) > 0. Soit la suite (h,),>0 C H® de fonctions extérieures proposée dans
I’énoncé du théoreme 6.17. Rappelons que ce résultat assurait que si f € H(b) et si on choisit
une suite de polyndmes (p,),>o telle que ||f — pul| g2 < 1/n2, alors T;; (pn) est un polynome
de degré au plus celui de p, et

lim [| Ty (pn) = fllaw = 0.

Mentionnons que les polyndmes p, dans le théoréme 6.17 peuvent étre judicieusement choi-
sis. Par exemple, il est possible de prendre p, := s, (f) ou k, est un entier choisi de sorte
que k,_1 < ky et

IF = s, (D2 = Xl < .

jZkn
Ainsi, en définissant la matrice d’opérateurs linéaires bornés (A, ), ;>0 par
T
0 j # kn,

il semble que (A, j),; est un exemple de méthode matricielle qui satisfait les criteres de la

ik
An,]‘ = J "

question 2. Bien que la deuxiéme condition soit satisfaite, la méthode (A, ), >0 est loin de

répondre a la question pour au moins deux raisons.

La premiére raison est reliée au degré du polyndome Ty, (si, (f))- Il se peut que Tj (s, (f))
soit de degré k,. En fait, il semble plutot difficile d’avoir un contréle sur le degré du po-
lyndme Tj, (sk,(f)). La deuxiéme raison est la dépendance sur f dans la définition de la
matrice (Ay,j)n, ;>0 En effet, le choix des entiers k, dépend du choix de si, (f) et donc dé-
pend directement de f. Or, dans I'énoncé de la question 2, les opérateurs A, ; ne doivent pas
dépendre du choix de la fonction f. Pour ces deux raisons, la question 2 demeure encore
ouverte pour les espaces de de Branges-Rovnyak #(b) lorsque b est un point non-extréme.

Nous formulons ce dernier probléme comme une sous-question de la premiére question.

Question 3. Soit b un point non-extréme. Existe-t-il une matrice d’opérateurs linéaires (Ap,n ) mn>0

telle que Ay, - H(b) — H(b) et pour toute f € H(b),
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lim Hf— éAm,nsn(f)Hb =0 (feH)?

m—00

Espaces de de Branges-Rovnyak et points extrémes

Cette these a traité les espaces de de Branges-Rovnyak H(b) lorsque b est un point non-
extréme. Nous avons analysé certains procédés de sommation appliqués a la série de Taylor
d’une fonction f € #H(b). Pouvons-nous accomplir une analyse similaire dans le cas ot b est

un point extréme ?

Une premiere difficulté survient lorsque b est extréme. Dans ce cas, ’ensemble des poly-
nomes n’est plus dense dans 'espace et, d’aprés un résultat de Sarason (voir [50, V-1]), il
forme méme un sous-espace vectoriel de dimension finie. Par conséquent, la question prin-
cipale de cette these concernant la sommabilité du développement de Taylor selon une mé-
thode de sommabilité n’a plus vraiment de sens. Grace a un résultat de Aleman et Malman
[2], 'ensemble A(ID) N H (D) est toutefois toujours dense dans H (). En suivant la démarche
de Mashreghi et Ransford sur les schémas d’approximation polynomiale dans les espaces de
Banach, il est possible de démontrer qu’il existe toujours un schéma d’approximation par des
fonctions continues, c’est-a-dire une suite d’opérateurs (T, ),>o telle que T, : H(b) — H(b),
Tu(f) € A(ID)NH(b) et T,(f) — f danslanorme de l'espace H(b). Ceci suggere la question

suivante :

Question 4. Dans le cas oi1 b est un point extréme, est-il possible de décrire explicitement les expres-

sions des opérateurs T, ?

Une avenue a considérer pour répondre a cette question est d’essayer de trouver un rem-
placement au développement de Taylor d"une fonction f. Dans le cas particulier de la série
de Taylor, la suite des mondomes (z"),>¢ est une base de Schauder pour 1’espace de Fréchet
Hol(ID). Par analogie, pouvons-nous remplacer les mondmes par une autre suite de fonc-
tions (fu)n>0 et la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de

Hol(ID) par une autre topologie de sorte que (f,;),>0 soit une base de Schauder?

Un substitut intéressant est la base construite par Bockarev [8]. Sa construction a répondu a
un probleme posé par Banach concernant 1’existence d"une base de Schauder dans 1’algebre
du disque. Nous allons expliciter quelque peu sa construction.

Soit (fy)n>0 le systéme de Franklin [20] de fonctions continues sur l'intervalle [0, 27t]. Le sys-

téme de Franklin 3 est une base de Schauder pour I'espace C[0,27] des fonctions continues

3. Voir aussi la page de encyclopedia of math https://encyclopediaofmath.org/index.php?title=
Franklin_system.
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sur l'intervalle [0, 271].
On définit les systeémes (Fy,)q>0 et (Gn)n>0 par les expressions suivantes

Hw%{ﬁ@m si6 € [0, 7]
fn(—20) sib € [—m,0),

et
Go(6) = ;% G(0) := \%(Fn(e)JriFn(G)) 0 € |-, 7))
1 TR0+ -F(6-1)
E,(6) ._ggr&—;/g dt.

2 tan (t/Z)

Chaque F, appartient a la classe Lip![—7t, 7] puisque chaque f, appartient a Lip![0, 2] et
donc F, est bien définie et continue.

De plus, le systtme de Franklin est un systéme orthonormé sur L?[0,27] et notons que
fo(6) = 1/+/2m (8 € [0,27]). Ceci implique que les systemes (F,),>0 et (F,),>0 sont des
systemes orthonormés. De surcroit, comme toutes les fonctions F, sont des fonctions paires,
il s’en suit (par un petit changement de variable dans I'intégrale) que toutes les fonctions £,
sont des fonctions impaires. Ainsi, chaque F, est orthogonale a E, (m,n > 0). Ces derniers

faits impliquent que le systeme (G, ),>0 est aussi orthonormal (d aussi & la normalisation

1/v2).

On pose finalement

: 1 1—7?
Gu(re) = o /_n G (07 <l —m<o<m), 9.2)

Bockarev [8, théoreme 1] a démontré que (G, ),>0 est une base de Schauder pour A(DD) et,

en fait, nous avons précisément que, pour toute f € A(DD),

n—oo

lim H kéf(k)ck _fHoo =0

~

ot les coefficients f (k) sont les coefficients de Fourier calculés a partir du systeme (G, ),>0,

c’est-a-dire
ﬂ@:;/ywm@w(Qm

Autrement dit, chaque fonction f € A(ID) s’exprime comme la série

f(z) = Y F()Gi(z) (z€D) 93)

n=0
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ot la série converge uniformément sur D.

Le systeme de Bockarev propose maintenant plusieurs questionnements si 'on souhaite
l'utiliser pour I'approximation de fonctions dans 1’espace #(b) lorsque b est un point ex-

tréme.

Question 5. Pouvons-nous caractériser les fonctions G, qui appartiennent a H(b) lorsque b est un
point extréme?

Si toutes les fonctions G, font partie de ’ensemble 7 (1), la question suivante a du sens.
Question 6. Est-ce que la suite des sommes partielles de la série (9.3) converge vers f dans la norme
de H(b)?

Si la réponse a la derniére question est non, alors

Question 7. Pouvons-nous appliquer une méthode de sommabilité matricielle, notée A, a la suite des

sommes partielles de la série (9.3) pour qu’elle soit A-sommable vers f dans la norme de H(b) ?

Une réponse positive a l'une des questions précédentes produirait un exemple de schéma

d’approximation par des fonctions continues de 'espace A(ID) N H(b) en posant
Tu(f) := Y au f(K)Gy  (f € H(b), n > 0)
k=0

ot dim (Ran(T,)) = n, Ran(T,) C A(ID) N H(b) et (ax,)kn,>0 est une matrice de sca-
laires déterminant une méthode de sommabilité matricielle triangulaire A. De plus, une telle
construction permettrait de fournir une preuve constructive du résultat d’Aleman et Mal-

man sur la densité de 'ensemble A(ID) N H (b) lorsque b est un point extréme.
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