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Résumé

Dans cette thèse, nous étudions la sommabilité du développement de Taylor de fonctions
appartenant à certains espaces de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité.

Le premier chapitre sert d’introduction à la théorie de la sommabilité dans les espaces de
Banach. Nous y présentons les principaux concepts tels que la définition d’une méthode
de sommabilité, la définition d’inclusion de méthodes de sommabilité et le théorème de
Silverman-Toeplitz.

La première partie comporte deux chapitres. Nous présentons les propriétés principales de
certaines familles de méthodes de sommabilité. Plus précisément, nous présentons les prin-
cipales méthodes de sommabilité étudiées dans cette thèse : les méthodes de Cesàro, les
méthodes de Riesz arithmétiques et les méthodes de série de puissances dont les méthodes
d’Abel généralisées, de Borel généralisées et la méthode logarithmique. Nous présentons
aussi les relations entre chacune de ces méthodes lorsqu’elles sont restreintes aux suites de
scalaires.

La deuxième partie comporte deux chapitres et porte sur la sommabilité dans les espaces de
Dirichlet pondérésDω où ω est une fonction non-négative et surharmonique. Nous exposons
brièvement ces espaces de Hilbert au premier chapitre de cette deuxième partie. Ensuite,
nous montrons que les moyennes de Cesàro d’ordre α > 1/2 des sommes partielles de la
série de Taylor convergent vers la fonction originale dans la norme de Dω. Lorsque α = 1/2,
on montre que ce n’est plus le cas et il existe une fonction f ∈ Dω telle que les moyennes
de Cesàro d’ordre α = 1/2 des sommes partielles de sa série de Taylor ne sont pas bornées
en norme. Ce résultat contraste grandement avec le résultat de M. Riesz pour l’espace A(D)

(l’algèbre du disque) et le résultat de Hardy pour l’espace H1 (espace de Hardy). Les résultats
de cette partie ont été publiés dans le journal Complex Analysis and Operator Theory.

La troisième partie a trois chapitres et traite des espaces de de Branges-Rovnyak. Après avoir
présenté brièvement la théorie de ces espaces au premier chapitre de cette partie, nous dé-
montrons qu’il existe un espace de de Branges-Rovnyak de fonctions holomorphes sur le
disque unité et une fonction f de cet espace avec les propriétés suivantes : même si f peut
être approximée par des polynômes dans la norme de l’espace, ni les sommes partielles, ni
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les moyennes de Cesàro, d’Abel, de Borel et logarithmiques ne convergent vers f dans la
norme de l’espace. L’instrument principal pour démontrer ce théorème est un résultat puis-
sant, montré dans la première partie, qui permet d’étendre aux suites de vecteurs dans un
espace de Banach une propriété d’une méthode de sommabilité vraie pour les suites de sca-
laires. Les résultats de cette partie ont été soumis au journal Integral Equations and Operator
Theory.

Enfin, la dernière partie de cette thèse traite d’un cas exceptionnel d’espace de Hilbert de
fonctions holomorphes sur le disque unité. En utilisant le concept de base de Markushe-
vich et en adaptant une construction de Johnson, nous construisons un espace de Hilbert
de fonctions holomorphes sur le disque unité tel que les polynômes sont denses, mais les
polynômes impairs ne sont pas denses dans l’espace des fonctions impaires. Comme consé-
quence de ce résultat, nous montrons qu’il existe une fonction f qui n’appartient pas à la
fermeture de l’espace vectoriel engendré par les sommes partielles de la série de Taylor de
f . Ainsi, aucune méthode de sommabilité triangulaire appliquée aux sommes partielles ne
permet d’approximer la fonction f dans la norme de l’espace. Les résultats de cette partie et
quelques variantes de celui-ci ont été soumis au journal Constructive Approximation.
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Abstract

In this thesis, we study summability questions on the Taylor expansion of functions belon-
ging to certain Banach spaces of holomorphic functions on the unit disk.

The first chapter serves as an introduction to the theory of summability in Banach spaces. We
present the main concepts such as the definition of a summability method, the definition of
inclusion of summability methods and the Silverman-Toeplitz theorem in the Banach space
setting.

The first part consists of two chapters and presents the main properties of certain families of
summability methods. More precisely, we present the main summability methods studied in
this thesis : Cesàro’s methods, Riesz’s discrete arithmetic methods and power series methods
including generalized Abel, generalized Borel and logarithmic methods. We also present the
relations between each of these methods when they are restricted to sequences of scalars.

The second part has two chapters and deals with summability in weighted Dirichlet spaces
Dω where ω is a non-negative superharmonic function. We briefly introduce these Hilbert
spaces in the first chapter of this second part. Then we show that the Cesàro means of order
α > 1/2 of the partial sums of the Taylor series converge to the original function in the norm
of Dω. When α = 1/2, we show that this is no longer the case and there exists a function
f ∈ Dω such that the Cesàro means of order α = 1/2 of the partial sums of its Taylor
series are unbounded in norm. This result contrasts sharply with M. Riesz’s classical result
on the convergence of Cesàro means of order α > 0 in the space A(D) (the disk algebra) and
Hardy’s classical result on the convergence of the Cesàro means of order α > 0 in the space
H1 (the Hardy space). The results of this part have been published in the journal Complex
Analysis and Operator Theory.

The third part consists of three chapters and treats the de Branges-Rovnyak spaces. After
having briefly presented the theory of de Branges-Rovnyak spaces in the first chapter of this
part, we prove that there exists a de Branges-Rovnyak space of holomorphic functions on
the unit disk and a function f belonging to this space with the following properties : even
if f can be approximated by polynomials in the norm of the space, neither the partial sums,
nor the Cesàro, Abel, Borel and logarithmic means converge to f in the norm of the space.
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The main instrument to prove this theorem is a powerful result, established in the first part,
which allows extending a property of a summability method valid over sequences of scalars
to the sequences of vectors in a Banach space. The results of this part have been submitted
to the journal Integral Equations and Operator Theory.

Finally, the last part of this thesis treats an exceptional case of Hilbert space of holomorphic
functions on the unit disk. Using the concept of a Markushevich basis and by adapting a
construction of Johnson, we construct a Hilbert space of holomorphic functions on the unit
disk such that the polynomials are dense but the linear vector space spanned by the odd
polynomials is not dense in the space of odd functions. As a consequence of this result, we
show that there exists a function f which does not belong to the closure of the linear span of
the partial sums of the Taylor series of f . Thus no triangular summability method applied to
the partial sums can approximate the function f in the norm of the space. The results of this
part and some variants of it have been submitted to the journal Constructive Approximation.
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Introduction

Soit Hol(D), l’espace des fonctions holomorphes sur le disque unité D, muni de la topologie
de la converge uniforme sur les sous-ensembles compacts de D. Un espace de Banach de
fonctions holomorphes sur le disque unité D est un espace de Banach X ⊆ Hol(D) tel que
l’inclusion canonique i : X → Hol(D) est continue. Plusieurs espaces de fonctions sont
des espaces de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité : nous pouvons penser
aux espaces de Hardy, certaines familles d’espaces de Dirichlet à poids, les espaces de de
Branges-Rovnyak sur le disque unité et les espaces de Bergman Ap.

D’après des résultats classiques d’analyse complexe, chaque fonction f ∈ Hol(D) s’écrit
d’une manière unique comme

f (z) = ∑
n≥0

anzn (z ∈ D). (1)

Les coefficients an sont appelés les coefficients de Taylor de la fonction f et la série (1) est
appelée le développement de Taylor ou la série de Taylor de la fonction f .

Dans plusieurs espaces de Banach X ⊆ Hol(D), les sommes partielles, notées sn( f ) (n ≥ 0),
de la série de Taylor d’une fonction f ∈ X convergent vers f dans la norme de l’espace.
Quelques exemples connus de tels espaces sont l’espace de Hardy H2, l’espace de Dirichlet
D et l’espace de Bergman A2. Ce fait est une conséquence directe de l’expression de leur
norme :

‖ f ‖2
D = ∑

n≥0
(n + 1)|an|2 ( f ∈ D)

‖ f ‖2
H2 = ∑

n≥0
|an|2 ( f ∈ H2)

‖ f ‖2
A2 = ∑

n≥0

|an|2
n + 1

( f ∈ A2).

Ce résultat est aussi valable pour les espaces de Hardy Hp où 1 < p < ∞. Cette fois-ci, il
s’agit d’un résultat plus délicat : c’est une conséquence du fait que la transformée de Hilbert
de Lp dans Hp est bornée exactement pour ces valeurs de p (voir, par exemple, [30, p.108],
[23, III.3] ou [52, §2]). Par ailleurs, d’après des résultats de Zhu [52], les sommes partielles
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convergent en norme vers f pour les espaces de Bergman pondérés Ap
α (−1 < α, 1 < p < ∞)

et les espaces de Besov Bp (1 < p < ∞).

Pour d’autres espaces de fonctions, les sommes partielles ne suffisent plus. Par exemple, l’al-
gèbre du disque est l’espace A(D) ⊆ Hol(D) composé des fonctions holomorphes bornées
sur D, continues sur D et muni de la norme du suprémum

‖ f ‖A(D) := sup
z∈D

| f (z)| ( f ∈ A(D)).

En modifiant légèrement la construction de du Bois-Reymond (voir, par exemple, [53, théo-
rème 1.14, VIII.1]), il existe une fonction f ∈ A(D) telle que supn≥0 ‖sn( f )‖A(D) = ∞.
Heureusement, d’après un résultat de Fejér [32, théorème 3.1], les moyennes de Cesàro des
sommes partielles sn( f ), définies par

σn( f ) :=
1

n + 1

n

∑
k=0

sn( f ) ( f ∈ A(D)),

convergent uniformément vers la fonction f ∈ A(D). En fait, en raison d’un résultat attribué
à M. Riesz [53, théorème 5.1, III.5], les moyennes de Cesàro d’ordre α > 0 des sommes
partielles sn( f ), définies par

σα
n ( f ) :=

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα−1
n−ksk( f ) ( f ∈ A(D), n ≥ 0)

où les constantes Aα
n sont des coefficients binomiaux, convergent uniformément vers f . Un

phénomène identique se manifeste aussi dans le cas de l’espace H1. Dans ce contexte, le fait
que les sommes partielles divergent dans la norme de H1 provient du fait que la transformée
de Hilbert de L1 → H1 n’est pas bornée (voir [52]). La convergence des moyennes de Cesàro
dans la norme de H1 est une conséquence d’un résultat attribué à Lebesgue [53, théorème
3.9, III.3] et le cas des moyennes de Cesàro d’ordre α > 0 est une conséquence d’un résultat
attribué à Hardy 1 [25].

En résumé, les moyennes de Cesàro servent de remède au défaut de la sommabilité des
sommes partielles du développement de Taylor dans les espaces A(D) et H1. D’après ce
dernier résultat, on dit que la série de Taylor est Cα-sommable (α > 0) vers f ou encore que
la suite (sn( f ))n≥0 est Cα-convergente vers f dans dans la norme de ces espaces.

Récemment, Mashreghi et Ransford [42] ont introduit le concept de schéma linéaire d’approxi-
mations polynomiales (SLAP). Il s’agit d’une suite d’opérateurs linéaires bornés (Tn)n≥0 où
chaque Tn : X → X satisfait deux propriétés : pour chaque f ∈ X, Tn( f ) est un polynôme et
Tn( f ) converge vers f dans la norme de l’espace X. Les auteurs ont démontré qu’un espace
X ↪→ Hol(D) possède un SLAP si, et seulement si, l’espace X contient un sous-ensemble

1. Voir aussi l’article de Littlewood et Hardy [27] pour un traitement de la convergence des moyennes de
Cesàro dans les espaces Hp où 0 < p < 1.
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de polynômes qui est dense dans l’espace X et possède la condition d’approximation bor-
née. Lorsque X est l’un des trois espaces classiques H2, D et A2, un exemple d’un SLAP est
simplement Tn( f ) := sn( f ), c’est-à-dire l’opérateur qui assigne à chaque f ∈ X, la n-ième
somme partielle de sa série de Taylor. Dans le cas où X est l’un des deux espaces A(D) ou
H1, un exemple d’un SLAP est Tn( f ) := σn( f ), c’est-à-dire l’opérateur qui assigne à chaque
f ∈ X, la n-ième moyenne de Cesàro des sommes partielles de son développement de Tay-
lor. Au vu de ces cas typiques, Mashreghi et Ransford ont alors proposé le problème général
suivant : existe-t-il des nombres complexes (αn,k)

n
k=0 tels que

Tn( f ) =
n

∑
k=0

αn,ksk( f ) ( f ∈ X)

soit un SLAP? De tels SLAP s’appellent des méthodes de sommabilité matricielles triangulaires.
Le problème revient donc à savoir s’il existe une méthode de sommabilité matricielle A telle
que la série de Taylor est A-sommable vers f dans la norme de l’espace.

Dans cette thèse, nous étudions cette question d’un point de vue plus général en considérant
une méthode de sommabilité A quelconque. L’objet principal à l’étude est donc la sommabi-
lité du développement de Taylor de fonctions appartenant à des espaces de fonctions holo-
morphes X ↪→ Hol(D). Plus précisément, nous tentons de répondre à la question suivante :

Question Principale. Étant donné X ↪→ Hol(D) un espace de Banach, existe-t-il une méthode de
sommabilité A telle que la série de Taylor est A-sommable dans l’espace X ?

Plan de la thèse

Pour répondre à cette question et rendre plus clair son énoncé, dès le premier chapitre, nous
introduisons la nomenclature en théorie de la sommabilité dans le contexte des espaces
de Banach. En particulier, nous introduisons les définitions d’une méthode de sommabi-
lité, d’inclusion entre méthodes de sommabilité et de régularité d’une méthode. Sans entrer
dans les détails du chapitre 1, une méthode de sommabilité A définie sur un sous-espace
cA(X) ⊆ XN0 (XN0 est l’espace des suites) d’un espace de Banach X est une application li-
néaire A telle que limA(xn)n≥0 existe où limA est un opérateur de limite. On dit alors que la
suite (xn)n≥0 est A-convergente. Une méthode de sommabilité A est incluse dans une autre
méthode de sommabilité B si quand une suite est A-convergente vers un élément s (dans
la norme d’un espace de Banach X), alors cette même suite est B-convergente vers le même
élément s (toujours dans la norme de X). Nous montrons aussi une version du théorème de
Silverman-Toeplitz dans le contexte des espaces de Banach.

Après cette brève introduction à la théorie de la sommabilité, nous présentons au chapitre
2 des méthodes de sommabilité bien connues. Ces méthodes sont les méthodes de Cesàro,
les méthodes de Riesz arithmétiques discrètes et les méthodes de série de puissances (com-
portant les méthodes d’Abel généralisées, les méthodes de Borel généralisées et la méthode
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logarithmique). Nous y présentons plusieurs relations d’inclusion entre ces méthodes lors-
qu’elles sont restreintes aux suites de nombres complexes (ce que nous appelons la scalaire-
inclusion). Les résultats présentés dans ce chapitre suggèrent la question suivante : si une
méthode A est scalaire-incluse dans une méthode B, est-ce que la méthode A est incluse
dans la méthode B ? Nous répondons à cette question au chapitre 3 en considérant une suite
d’opérateurs linéaires bornés (Sn)n≥0 à laquelle on applique une méthode de sommabilité.
Précisément, si X et Y sont des espaces de Banach et (Sn)n≥0 est une suite d’opérateurs de X
dans Y, nous montrons que, s’il existe un sous-espace W ⊆ X dense dans X tel que Sn(w)

converge en norme pour tout w ∈ W, si une méthode A est scalaire-incluse dans B et si la
suite (Sn(x))n≥0 est A-convergente pour chaque x ∈ X, alors (Sn(x))n≥0 est B-convergente
vers la même valeur pour chaque x ∈ X.

Dans la deuxième partie de la thèse, nous étudions les espaces de Dirichlet à poids, notésDω,
où ω : D → [0, ∞) est une fonction appelée poids surharmonique. Un espace de Dirichlet
Dω, où ω est surharmonique, est défini comme l’ensemble

Dω := { f ∈ Hol(D) : Dω( f ) < ∞}

où Dω( f ) := 1
π

∫
D
| f ′(z)|2ω(z) dA(z). Ces espaces, où ω est une fonction harmonique, ont

été introduits par Richter [45] dans son étude des 2-isométries et ont été davantage étudiés
par Richter et Sundberg [46]. Les versions pour les poids surharmoniques ont été introduites
par Aleman dans sa thèse de doctorat [1]. Dans le chapitre 4, on introduit la théorie de ces
derniers espaces. Mashreghi et Ransford [41] ont montré l’existence d’un phénomène dans
les espaces Dω analogue à celui de Du Bois-Reymond et de Fejér pour les séries de Fou-
rier. Ils ont montré qu’il existe un poids surharmonique ω et une fonction f ∈ Dω tels que
supn≥0 ‖sn( f )‖Dω

= ∞. Cependant, ils ont aussi montré que les moyennes de Cesàro σn( f )
convergent toujours vers f dans la norme de Dω quel que soit le choix du poids surharmo-
nique ω et quel que soit la fonction f ∈ Dω. Dans le chapitre 5, nous améliorons leur résultat
en montrant que, si α > 1/2, alors, pour tout poids surharmonique, les moyennes de Cesàro
σα

n ( f ) convergent vers f dans la norme de Dω quel que soit f ∈ Dω et si α = 1/2, alors il
existe un poids surharmonique ω et une fonction f ∈ Dω tels que supn≥0 ‖σ1/2

n ( f )‖Dω
= ∞.

Pour démontrer notre résultat, nous utilisons le fait que les méthodes de Cesàro d’ordre
α ∈ [0, 1] sont équivalentes (sont incluses et contiennent) à la méthode de Riesz arithmétique.
De surcroît, nous appliquons la théorie des multiplicateurs d’Hadamard de l’espace Dω.
Cette dernière théorie a été développée dans [41]. Comme Dω sont des espaces de Hilbert,
nous nous attendions à ce qu’ils se comportent au moins aussi bien que l’algèbre du disque
A(D) ou l’espace de Hardy H1. Cependant, ce n’est pas le cas et notre résultat montre qu’il
existe des exemples simples d’espaces de Hilbert de fonctions holomorphes sur le disque
qui se conduisent bien pire du point de vue de la sommabilité de leur série de Taylor.

Dans la troisième partie de la thèse, nous étudions les espaces de de Branges-RovnyakH(b).
Ces espaces de Hilbert sont paramétrés par une fonction b de la boule unité de H∞ où H∞ est
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l’espace des fonctions f ∈ Hol(D) bornées. Ils ont été introduits par de Branges et Rovnyak
dans l’annexe de leur article [13]. La motivation était de fournir un modèle mathématique à
la théorie de la diffusion quantique. En 1994, Sarason [50] a présenté une nouvelle définition
de ces espaces qui est équivalente à celle de de Branges et Rovnyak. Son nouveau point de
vue s’est avéré très utile et a exhibé plusieurs connexions avec la théorie des opérateurs et
l’analyse complexe 2. Deux volumes [21; 22] traitant de ces espaces en détails sont mainte-
nant disponibles. Nous présentons les éléments de base des espacesH(b) au chapitre 6.

Les propriétés de ces espaces dépendent fortement de la nature de la fonction b : selon que
b soit un point extrême ou non-extrême de la boule unité de H∞. Dans le cas où b est un
point non-extrême, El-Fallah, Fricain, Kellay, Mashreghi et Ransford [15] ont démontré que
les polynômes sont denses dans l’espaceH(b). Ce fait était connu de Sarason [50, IV-2 et IV-
3], mais leur méthode permet, contrairement à celle de Sarason, de construire explicitement
les polynômes qui approximent une fonction f ∈ H(b). Est-ce que ces polynômes peuvent
être les sommes partielles sn( f ) du développement de Taylor? Les auteurs montrent dans
leur article qu’il existe un espace de de Branges-Rovnyak H(b) où b est non-extrême et une
fonction f ∈ H(b) tels que les sommes partielles et les moyennes de Cesàro divergent dans
la norme de H(b). Leur résultat est en fait bien plus fort que cela. Ils ont démontré que les
moyennes d’Abel, une méthode de sommabilité incluant la méthode de Cesàro, définie par

Ar( f ) := (1− r) ∑
n≥0

sn( f )rn (0 ≤ r < 1)

divergent en norme pour une certaine fonction f ∈ H(b) où b est un point non-extrême. Au
chapitre 7, nous améliorons leur résultat en montrant que les moyennes logarithmiques

Lr( f ) :=
r

log 1
1−r

∑
n≥0

sn( f )
n + 1

rn (0 ≤ r < 1)

divergent en norme pour une certaine fonction f ∈ H(b), où b est un point non-extrême.
Il s’agit d’une amélioration puisque la méthode logarithmique contient plusieurs méthodes,
dont la méthode d’Abel. Ce résultat provient d’une formule intégrale reliant les moyennes
d’Abel et les moyennes logarithmiques. Par la suite, au chapitre 8, nous montrons de nom-
breuses conséquences de ce dernier résultat à d’autres méthodes de sommabilité telles que
les méthodes d’Abel généralisées et les méthodes de Borel généralisées. Les résultats obtenus
dans le chapitre 8 sont une conséquence du résultat d’inclusion du chapitre 3.

Enfin, la dernière partie de cette thèse traite d’un cas exceptionnel d’espace de Hilbert de
fonctions holomorphes sur le disque unité. En utilisant le concept de base de Markushevich
et en adaptant une construction de Johnson, nous construisons un espace de Hilbert de fonc-
tions holomorphes sur le disque unité où les polynômes sont denses, mais les polynômes im-
pairs ne sont pas denses dans le sous-espace des fonctions impaires. Comme conséquence de

2. Voir [50, VI] pour une application au théorème de Carathéodory sur les dérivées angulaires.
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ce résultat, nous montrons qu’il existe une fonction f qui n’appartient pas à la fermeture de
l’espace vectoriel engendré par les sn( f ) de la série de Taylor de f . Ainsi, aucune méthode de
sommabilité triangulaire appliquée aux sommes partielles ne permet d’approximer la fonc-
tion f dans la norme de l’espace. Plus encore, nous montrons qu’il existe aussi une fonction
f qui n’appartient ni à la fermeture de l’espace vectoriel engendré par les dilatées, ni à la
fermeture de l’espace vectoriel engendré par les moyennes logarithmiques de la fonction f .
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Chapitre 1

Théorie de la sommabilité dans les
espaces de Banach

L’objectif de ce chapitre est de présenter la nomenclature en théorie de la sommabilité et le
théorème de Silverman-Toeplitz. Nous présentons aussi quelques exemples importants de
méthodes de sommabilité dont la méthode d’Abel et la méthode de Cesàro.

Les lettres X et Y désignent des espaces de Banach complexes munis de normes notées par
les symboles ‖ · ‖X et ‖ · ‖Y respectivement. L’espace des opérateurs linéaires bornés de X
dans Y est noté B(X, Y) et il est muni de la norme d’opérateur ‖ · ‖X→Y. Ainsi, le dual d’un
espace de Banach complexe X est X∗ := B(X, C). La fonction identité IX→X : X → X est
définie par IX→X(x) = x.

Le couple (E, TE) désigne un espace topologique localement compact et Hausdorff. Nous
allons aussi supposer que E n’est pas compact. Ceci nous permet d’affirmer que, si K ⊆ E est
un sous-ensemble compact, alors E− K est toujours non-vide. Éventuellement, nous allons
choisir E = [0, R) (0 < R ≤ ∞) muni de la topologie engendrée par les intervalles (a, b)
et [0, b) de [0, R) ou E = N0 := N ∪ {0} muni de la topologie TN0 := P(N0) (l’ensemble
puissance de N0).

L’espace des fonctions de E dans X est noté par XE. On regarde l’espace XE comme un espace
vectoriel muni des opérations habituelles d’addition et de multiplication par un scalaire :

— ( f + g)(t) = f (t) + g(t) pour tout t ∈ E et f , g ∈ XE ;

— (λ f )(t) := λ f (t) pour tout t ∈ E, pour tout λ ∈ C et pour tout f ∈ XE.

Le zéro de XE est la fonction 0 : E→ X où 0(t) := 0 pour tout t ∈ E et 0 est l’élément neutre
de l’opération d’addition sur X.
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1.1 Espaces de fonctions convergentes à l’infini

La définition suivante est inspirée du livre de Rudin [49, définition 3.16].

Définition 1.1. Une fonction f ∈ XE est convergente à l’infini ou converge à l’infini s’il existe
un élément x ∈ X tel que, pour tout ε > 0, il existe un ensemble compact K, où K = K(ε, x),
tel que

‖ f (r)− x‖X < ε (r 6∈ K).

On note ceci par limr→∞ f (r) = x. L’ensemble des fonctions f ∈ XE qui convergent à l’infini
est noté c(E, X).

Définition 1.2. Une fonction f : E → X est faiblement convergente à l’infini ou converge faible-
ment à l’infini s’il existe un élément x ∈ X tel que, pour tout ε > 0 et tout ϕ ∈ X∗, il existe un
sous-ensemble compact K ⊆ E, où K = K(ε, x, ϕ), tel que

|ϕ( f (r))− ϕ(x)| < ε (r 6∈ K).

On note ceci par lim∗r→∞ f (r) = x. L’ensemble des fonctions f ∈ XE qui convergent faible-
ment à l’infini est noté c∗(E, X).

Pour un compact K ⊆ E, on définit l’espace `∞
K (E, X) par

`∞
K (E, X) :=

{
f ∈ XE : sup

r 6∈K
‖ f (r)‖X < ∞

}
.

Définition 1.3. L’espace des fonctions f ∈ XE éventuellement bornées 1 est l’ensemble

`∞(E, X) =
⋃

K⊂E

`∞
K (E, X)

où l’union est sur la famille des sous-ensembles compacts de E.

Deux cas particuliers d’espace topologique (E, TE) sont considérés dans cette thèse. Ces es-
paces mènent à la définition de méthodes de sommabilité suite-fonction et de méthodes de
sommabilité matricielles.

Exemple 1.4. Soit E = N0 muni de la topologie TE = P(N0). Dans ce cas, c(E, X), c∗(E, X)

et `∞(E, X) sont respectivement l’espace des suites convergentes dans X, l’espace des suites
faiblement convergentes dans X et l’espace des suites bornées. On adopte la notation c(X)

pour c(X, E), c∗(X) pour c∗(E, X) et `∞(X) pour `∞(E, X). Dans ce contexte, on note plutôt
limn→∞ xn où xn := x(n) et x ∈ XN0 .

1. La notation utilisée pour l’espace des fonctions éventuellement bornées se confond malheureusement avec
la notation de l’espace des fonctions essentiellement bornées sur N0, où N0 est vu comme l’espace mesuré
(E,P(N0), #) et # est la mesure de dénombrement. Pour ce dernier espace, nous réservons plutôt la notation
L∞(#).
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Exemple 1.5. Soit E = [0, R) (0 < R ≤ ∞) muni de la topologie engendrée par les intervalles
de la forme (a, b) et [0, b) de [0, R) (topologie induite de la topologie usuelle sur R). Dans
ce cas de figure, X[0,R) est l’ensemble des fonctions f : [0, R) → X. De plus, une fonction
f ∈ X[0,R) est éventuellement bornée s’il existe un nombre R0 et un nombre M > 0 tels que
0 ≤ R0 < R et

‖ f (r)‖X ≤ M (R0 < r < R).

Une fonction est convergente à l’infini s’il existe x ∈ X tel que pour chaque ε > 0, il existe
un nombre R0 tel que 0 < R0 < R et

‖ f (r)− x‖X < ε (R0 < r < R).

Pour cet exemple, on note plutôt limr→R− f (r) dans le cas où R < ∞ et limr→∞ f (r) lorsque
R = ∞.

1.2 Nomenclature en théorie de la sommabilité

L’objectif de cette section est d’introduire la définition des méthodes de sommabilité que
nous traitons dans cette thèse. La caractéristique principale des méthodes traitées est qu’elles
produisent une fonction de XE à partir d’une suite. La nomenclature « sommabiliste » intro-
duite dans cette section provient de l’ouvrage de Boos [3, chapitre 2] et du livre de Hardy
[26, chapitre 1].

Définition 1.6. Une méthode de sommabilité est un triplet (A, cA(X), limA) composé

1. d’une application A : DA → XE où DA ⊆ XN0 est un sous-espace vectoriel appelé le
domaine de A.

2. du domaine de sommabilité cA(X) := A−1(c(E, X)) de l’application 2 A, c’est-à-dire

cA(X) =
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : (xn)n≥0 ∈ DA et lim

r→∞
A(xn)n≥0(r) existe

}
;

3. de l’application de sommabilité limA := lim ◦A
∣∣
cA(X)

: cA(X) → X où lim : c(E, X) → X
est l’opérateur de limite défini dans la section précédente.

Comme le domaine de l’application A est un sous-espace vectoriel, nous remarquons que
A est linéaire. Ainsi, l’application de sommabilité limA induite par A est aussi une applica-
tion linéaire. Certains auteurs préfèrent travailler avec l’application limA directement plutôt
que l’application A. Ils appellent d’ailleurs cette application un opérateur de limite (voir, par
exemple, [35] ou [31]). Cependant, comme le domaine de sommabilité cA(X) est en général
plus difficile à déterminer que le domaine DA, nous préférons travailler avec la définition
1.6.

2. Par A−1(S), on entend par là l’image réciproque de l’ensemble S par l’application A.
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L’opérateur linéaire lim peut être remplacé par une autre notion de limite. Entre autres, on
peut remplacer l’opérateur lim par l’opérateur de limite faible, noté lim∗ : c∗(X, E) → X et
défini comme lim∗ f := lim∗r→∞ f (r) où pour toute f ∈ c∗(E, X) (voir, par exemple, [35, §2]
où on définit une méthode de sommabilité via l’opérateur de limite faible). Dans ce cas, nous
définissons l’ensemble c∗,A(X) comme

c∗,A(X) :=
{
(xn)n≥0 ∈ DA : lim∗A(xn)n≥0 existe

}
et nous posons lim∗A := lim∗ ◦A

∣∣
c∗,A(X)

.

Nous présentons maintenant quelques exemples de méthodes de sommabilité en nous ba-
sant sur la définition 1.6.

Exemple 1.7. Soit E := N0 et TE := P(N0). On définit l’application I : XN0 → XN0 par

I(xn)n≥0 := (xn)n≥0 ((xn)n≥0 ∈ XN0).

Nous avons DI = XN0 et

cI(X) =
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : lim

n→∞
xn existe

}
.

Autrement exprimé, nous avons cI(X) = c(X), l’ensemble des suites convergentes. Une
suite (xn)n≥0 ∈ cI(X) est alors simplement appelée une suite convergente. L’expression de
l’application de sommabilité limI est

limI(xn)n≥0 = lim(xn)n≥0 = lim
n→∞

xn (∀(xn)n≥0 ∈ c(X)).

Le triplet (I, cI(X), limI) est appelé la méthode de convergence traditionnelle ou méthode de
convergence forte pour l’espace X. C’est simplement la notion de convergence convention-
nelle d’une suite (xn)n≥0 selon la norme ‖ · ‖X de l’espace X.

Exemple 1.8. Soit E = N0 et TE = P(N0). On définit l’application C0 : XN0 → XN0 par

C0(xn)n≥0 :=
(

x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn

)
n≥0

((xn)n≥0 ∈ XN0).

Chaque élément de la suite C0(xn)n≥0 est appelé la n-ième somme partielle ou la moyenne de
Cesàro d’ordre 0. Aussi, chaque élément de la suite C0(xn)n≥0 est noté sn pour chaque n ≥ 0.
Nous avons DC0 = XN0 et

cC0(X) =
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : lim ◦C0(xn)n≥0 = lim

n→∞
sn existe

}
.

La méthode (C0, cC0(X), limC0) est appelée la méthode de sommation des séries ou la méthode
des sommes partielles. Ce nom lui va très bien puisque le domaine de sommabilité de cette
méthode est exactement l’ensemble cs(X) où

cs(X) :=
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : ∑

n≥0
xn converge dans X

}
.
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Exemple 1.9. Soit E = N0 et TE := P(N0). On définit l’application C : XN0 → XN0 par

C(xn)n≥0 :=
( x0 + x1 + . . . + xn

n + 1

)
n≥0

((xn)n≥0 ∈ XN0).

Chaque élément de la suite C(xn)n≥0 est appelé la moyenne de Cesàro d’ordre 1 et est noté σn.
Nous avons DC = XN0 et

cC(X) =
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : lim ◦C(xn)n≥0 = lim

n→∞
σn existe

}
.

Le triplet (C, cC(X), limC) est appelé la méthode de Cesàro d’ordre 1 ou simplement la méthode
de Cesàro.

Exemple 1.10. Soit E := [0, 1). Pour une suite x := (xn)n≥0 ∈ XN0 , on définit l’application
A0

x : [0, 1)→ X par

A0
x(r) :=

∞

∑
n=0

(1− r)rnxn (0 ≤ r < 1)

si la série converge dans X. L’expression de A0
x(r) est appelée la moyenne d’Abel d’ordre 0

ou simplement la moyenne d’Abel de la suite (xn)n≥0. On définit maintenant l’application
A0 : DA0 ⊆ XN0 → X[0,1) par A0(xn)n≥0 := A0

x pour x := (xn)n≥0 ∈ DA0 . En général, nous
avons DA0 ( XN0 et le domaine de sommabilité devient

cA0(X) =
{
(xn)n≥0 ∈ DA0 : lim ◦A0(xn)n≥0 = lim

r→1−

∞

∑
n=0

(1− r)rnxn existe
}

.

Le triplet (A0, cA0(X), limA0) est appelé la méthode d’Abel d’ordre 0 ou simplement la méthode
d’Abel.

Une autre manière d’écrire la méthode d’Abel est de considérer les projections A0
r : XN0 → X

(0 ≤ r < 1) définies par

A0
r (xn)n≥0 := ∑

n≥0
(1− r)rnxn ((xn)n≥0 ∈ DA0

r
)

où DA0
r

est le domaine de l’application A0
r défini par

DA0
r

:=
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : ∑

n≥0
(1− r)rnxn converge dans X

}
.

Puis, l’application A0 : XN0 → X[0,1) est définie par l’expression suivante

A0(xn)n≥0(r) := A0
r (xn)n≥0

(
(xn)n≥0 ∈

⋂
0≤r<1

DA0
r
, 0 ≤ r < 1

)
.

Il s’agit de deux points de vue légitimes. Le premier présente clairement que l’image d’une
suite (xn)n≥0 par l’application A0 est une fonction de [0, 1) dans X. Le deuxième divulgue
des opérateurs de projection. Comme nous allons le voir dans les prochaines parties de cette
thèse, le deuxième point de vue est très utile dans l’étude de la sommabilité du développe-
ment de Taylor dans certains espaces de Banach de fonctions holomorphes.
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Définition 1.11. Soit A := (A, cA(X), limA) une méthode de sommabilité.

1. Une suite (xn)n≥0 ∈ XN0 est convergente par la méthodeA (ouA-convergente) si (xn)n≥0 ∈
DA et (xn)n≥0 ∈ cA(X).

2. Une série ∑n≥0 xn associée à une suite (xn)n≥0 ∈ XN0 est dite sommable par la mé-
thode A (ou A-sommable) si la suite (sn)n≥0 des sommes partielles sn := ∑n

k=0 xk est
A-convergente.

En toute généralité, il est difficile de déterminer le domaine de sommabilité d’une méthode
(A, cA(X), limA). Par exemple, lorsque X = C, c’est très récent qu’une caractérisation com-
plète du domaine de sommabilité pour la méthode de Cesàro a été trouvée. Ce résultat se
trouve dans l’article de Leonetti [34].

Un exemple de question plus simple est de savoir, parmi les espaces de suites tels que c(X)

et `∞(X), lesquels sont inclus dans le domaine DA d’une méthode (A, cA(X), limA) ? Pour
étudier une telle question, on introduit la définition suivante.

Définition 1.12. Soit A := (A, cA(X), limA) une méthode de sommabilité. Soit M ⊆ XN0

un sous-espace vectoriel et N ⊆ XE un deuxième sous-espace vectoriel. La méthode A est
appelée (M, N)-conservatrice si M ⊆ DA et A(M) ⊆ N. On appelle (M, N) la classe des
méthodes A qui sont (M, N)-conservatrices.

Dans certaines situations, on utilise seulement le nom de l’application d’une méthode de
sommabilité A = (A, cA(X), limA) afin de s’y référer. Selon cette convention, le domaine
DA, le domaine de sommabilité cA(X) et l’opérateur de limite limA associés à une méthode
de sommabilité sont sous-entendus. De plus, on utilise la notation A ∈ (M, N) pour indiquer
que la métode A est (M, N)-conservatrice.

Nous nous concentrons sur trois classes de méthodes :

— A est bornée ou `∞(X)-conservatrice si A ∈ (`∞(X), `∞(E, X)).

— A est conservatrice ou c(X)-conservatrice si A ∈ (c(X), c(E, X)).

— A est conservatrice pour les séries convergentes ou simplement cs(X)-conservatrice si A ∈
(cs(X), c(E, X))-conservatrice.

Comme cs(X) ⊆ c(X), nous avons l’inclusion suivante

(cs(X), c(E, X)) ⊆ (c(X), c(E, X)).

La méthode de Cesàro (C, cC(X), limC) présentée à l’exemple 1.9 est conservatrice et bornée.
Aussi, lorsque (xn)n≥0 ∈ cs(X) ⊆ c(X), nous avons limn→∞ xn = 0. Par conséquent, la
méthode de Cesàro est aussi cs(X)-conservatrice.
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La méthode de convergence traditionnelle et la méthode d’Abel, présentées à l’exemple 1.7 et
à l’exemple 1.10 respectivement, appartiennent aussi à la classe des méthodes conservatrices.

La méthode de sommation traditionnelle (C0, cC0(X), limC0) présentée à l’exemple 1.8 n’est
pas bornée. En effet, si xn = x où ‖x‖X = 1, alors sn = nx et cette suite n’est pas bor-
née dans X. Hormis ce fait, elle est cs(X)-conservatrice et conserve même la valeur de la
série. Pour certains types de méthodes de sommabilité, nous verrons plus loin comment
réexprimer une méthode cs(X)-conservatrice pour qu’elle prenne la forme d’une méthode
c(X)-conservatrice.

D’après le lemme de Cesàro 3, nous avons

c(X) ⊆ cC(X) et lim
n→∞

σn = lim
n→∞

xn ((xn)n≥0 ∈ c(X)).

De même, d’après le théorème d’Abel, nous avons

c(X) ⊆ cA0(X) et lim
r→1−

A0
r (xn)n≥0 = lim

n→∞
xn ((xn)n≥0 ∈ c(X))

où (A0, cA0(X), limA0) est la méthode d’Abel. On dit que les méthodes de Cesàro et d’Abel
sont régulières. Donc, on introduit deux notions associées à la régularité.

Définition 1.13. Soit (A, cA(X), limA) une méthode de sommabilité.

1. La méthode A est régulière si elle est c(X)-conservatrice et si

lim
n→∞

xn = limA(xn)n≥0

quelle que soit (xn)n≥0 ∈ c(X).

2. La méthode A est régulière pour les séries ou C0-régulière si elle est cs(X)-conservatrice
et limn→∞ sn = limA(xn)n≥0 quel que soit (xn)n≥0 ∈ cs(X).

La notion de régularité d’une méthode de sommabilité s’exprime aussi de la manière sui-
vante : le domaine de sommabilité de la méthode de convergence forte est inclus dans le
domaine de sommabilité de (A, cA(X), limA) et les restrictions des applications lim et limA

à l’espace c(X) sont égales. Dans ce cas, on dit aussi que la méthode de convergence forte
est incluse dans la méthode de Cesàro. Nous généralisons cette notion d’inclusion et intro-
duisons le vocabulaire suivant. Ce dernier permet d’avoir des assises afin de comparer deux
méthodes de sommabilité.

Définition 1.14. Soit A := (A, cA(X), limA) et B := (B, cB(X), limB) deux méthodes de
sommabilité et M ⊆ XN0 un sous-espace vectoriel.

3. Ce résultat est en fait postérieur à Cesàro et était connu de Cauchy. Il apparaît aux pp. 48-50 de son Cours
d’Analyse de l’école royale polytechnique.
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1. Les méthodes A et B sont M-compatibles si M ∩ cA(X) ∩ cB(X) 6= ∅ et

limA(xn)n≥0 = limB(xn)n≥0, (xn)n≥0 ∈ M ∩ cA(X) ∩ cB(X).

Lorsque cA(X) ∪ cB(X) ⊆ M, on dit simplement que A et B sont compatibles. On dit
aussi que les méthodes A et B sont consistantes.

2. La méthode A est M-incluse dans la méthode B si M ∩ cA(X) 6= ∅, si M ∩ cA(X) ⊆
cB(X) et si A et B sont M-consistentes. On note ceci par A ⊆M B. Lorsque cA(X) ⊆ M,
on dit simplement que A est incluse dans B et on écrit A ⊆ B.

3. Les méthodes A et B sont M-équivalentes si A ⊆M B, B ⊆M A. Dans ce cas, on écrit
A ∼M B. Lorsque cA(X) ∪ cB(X) ⊆ M, on écrit seulement A ∼ B et on dit que la
méthode A est équivalente à la méthode B.

Par exemple, pour X = C, la méthode de Cesàro est incluse dans la méthode d’Abel (voir
le [3, théorème 3.6.12]). Il serait possible de refaire la preuve présentée dans le livre de Boos
pour un espace de Banach en général, mais nous verrons à la première partie de cette thèse
que dans un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité, les techniques
de l’analyse fonctionnelle nous permettent de généraliser ce résultat sous quelques hypo-
thèses supplémentaires.

Dans cette thèse, nous allons nous concentrer sur deux types de méthodes de sommabilité :
les méthodes matricielles et les méthodes suite-fonction.

Définition 1.15. Soit (E, TE) un espace topologique et soit une méthode de sommabilitéA :=
(A, cA(X), limA).

1. La méthode A est appelée méthode de sommabilité suite-fonction si E = [0, R) pour R ∈
(0, ∞] et l’application A est définie par une suite de fonctions (an)n≥0 avec an : [0, R)→
C telle que A(xn)n≥0 ∈ X[0,R) est donnée par l’expression

A(xn)n≥0(r) = ∑
n≥0

an(r)xn (0 ≤ r < ∞, (xn)n≥0 ∈ DA).

2. La méthodeA est appelée méthode de sommabilité matricielle si E = N0 et si l’application
A est définie par une matrice (am,n)m,n≥0 de scalaires telle que

A(xn)n≥0 :=
(

∑
n≥0

am,nxn

)
m≥0

((xn)n≥0 ∈ DA).

Pour une méthode de sommabilité suite-fonction (A, cA(X), limA), le domaine de l’applica-
tion A est donc le sous-espace vectoriel

DA =
{
(xn)n≥0 : ∑

n≥0
an(r)xn converge dans X, ∀r ∈ [0, R)

}
.
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Pour r ∈ [0, R) fixé, on définit un opérateur linéaire de projection Ar : DAr ⊆ XN0 → X par

Ar(xn)n≥0 := ∑
n≥0

an(r)xn ((xn)n≥0 ∈ DAr),

où

DAr =
{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : ∑

n≥0
an(r)xn converge dans X

}
.

Par conséquent, nous avons la relation fondamentale suivante entre DA et DAr :

DA =
⋂

r∈[0,R)

DAr .

La méthode d’Abel de l’exemple 1.10 est une méthode de sommabilité suite-fonction déter-
minée par la suite (an)n≥0 où an(r) = (1− r)rn (0 ≤ r < 1, n ≥ 0).

Similairement, pour une méthode matricielle A associé à la matrice (am,n)m,n≥0 de scalaires,
on définit un opérateur de projection Am : XN0 → X par

Am(xn)n≥0 := ∑
n≥0

am,nxn

si la série converge dans X. On note par DAm le domaine de cette application, c’est-à-dire

DAm :=
{
(xn)n≥0 ∈N0 : ∑

n≥0
am,nxn est convergente dans X

}
.

Nous avons aussi que son domaine DA s’exprime par

DA :=
⋂

m≥0

DAm

La méthode de Cesàro de l’exemple 1.9 est une méthode de sommabilité matricielle déter-
minée par la matrice de scalaires (am,n)m,n≥0 où

am,n :=

 1
m+1 si n ≤ m

0 si n > m.

Toute méthode matricielle peut être vue comme une méthode suite-fonction. L’exemple sui-
vant le démontre.

Exemple 1.16. Soit E = [0, ∞). Considérons la méthode matricielle A déterminée par la ma-
trice (am,n)m,n≥0 de scalaires. Définissons les fonctions bn : [0, ∞) → C comme bn(r) = am,n

lorsque r ∈ [m, m + 1) (m, n ≥ 0). Alors la méthode B déterminée par la suite de fonctions
(bn)n≥0 est une méthode suite-fonction. Inversement, si on définit la méthode suite-fonction
par la suite de fonction (an)n≥0 où chaque fonction an est constante sur chaque intervalle
[m, m + 1) (m ≥ 0), alors la méthode A définie par la matrice (am,n)m,n≥0 où am,n := an(m)

(m, n ≥ 0) est une méthode matricielle.
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La méthode de Cesàro fait partie d’une sous-catégorie de méthodes de sommabilité matri-
cielles.

Définition 1.17. Une méthode de sommabilité A est une méthode de sommabilité matricielle
triangulaire si la matrice (am,n)m,n≥0 déterminant l’application A est une matrice triangulaire
inférieure, c’est-à-dire am,n = 0 lorsque n > m pour chaque m ≥ 0.

1.3 Le théorème de Silverman-Toeplitz

Dans le cas où X = C, le célèbre théorème de Silverman-Toeplitz fournit des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une méthode de sommabilité matricielle soit régulière.

Théorème 1.18 (Silverman, 1913 ; Toeplitz, 1911). Soit X = C et A une méthode matricielle
déterminée par la matrice de scalaires (am,n)m,n≥0. La méthode A est régulière si, et seulement si, les
conditions suivantes sont satisfaites :

1. supm≥0 ∑n≥0 |am,n| < ∞ ;

2. pour chaque entier n ≥ 0, limm→∞ am,n = 0 où la convergence est dans (C, | · |) ;

3. limm→∞ ∑n≥0 am,n = 1 où la convergence est dans (C, | · |).

Il y a une autre version du théorème de Silverman-Toeplitz qui procure aussi des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une méthode suite-fonction soit régulière. Ces conditions
sont présentées ci-dessous (par ex. voir [26, théorème 5]) :

— ∑n≥0 |an(r)| converge pour tout r ∈ [0, ∞).

— Il existe un nombre R0 ∈ [0, ∞) tel que supR0≤r<∞ ∑n≥0 |an(r)| < ∞.

— Pour chaque entier n, nous avons limr→∞ an(r) = 0.

— limr→∞ ∑n≥0 an(r) = 1.

Est-ce que ces conditions demeurent nécessaires et suffisantes dans le cas général des espaces
de Banach? La réponse est oui et la preuve est assez simple pour les méthodes suite-fonction.

Théorème 1.19. Soit R ∈ (0, ∞] et soit A une méthode suite-fonction déterminée par la suite de
fonctions (an)n≥0. La méthode est régulière si, et seulement si, les conditions suivantes sont respec-
tées :

1. ∑n≥0 |an(r)| converge pour tout r ∈ [0, R) ;

2. il existe un nombre R0 ∈ (0, R) tel que

sup
R0≤r<R

∑
n≥0
|an(r)| < ∞;

3. pour chaque entier n ≥ 0, limr→R− an(r) = 0 où la convergence est selon (C, | · |) ;

4. limr→R− ∑n≥0 an(r) = 1 où la convergence est dans (C, | · |).
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Démonstration. Supposons que la méthode A soit régulière. En considérant un homéomor-
phisme de [0, R) sur [0, ∞) (par ex. r 7→ log(R/(R − r))), on peut supposer, sans perte de
généralité, que R = ∞. On remarque que, pour tout v ∈ X fixé, l’ensemble des nombres
complexes C est isométriquement isomorphe à l’espace

Mv := {λv : λ ∈ C}

par l’application λ 7→ λv où ‖v‖X = 1. Comme la méthode A est régulière, elle est en parti-
culier régulière sur Mv. Comme Mv est isomorphe à C, la méthode A est régulière pour les
suites de scalaires. Ainsi, d’après le théorème classique de Silverman-Toeplitz, on en déduit
les quatre conditions du théorème.

Réciproquement, supposons que les quatre conditions du théorème soient respectées. Soit
(xn)n≥0 ∈ c(X). Nous allons montrer que la méthode satisfait les conditions suivantes :
(xn)n≥0 ∈ cA(X) et limA(xn)n≥0(xn)n≥0 = limn→∞ xn. Posons x := limn→∞ xn. Tout d’abord,
d’après la condition 1 et comme c(X) ⊆ `∞(X), la série ∑n≥0 an(r)xn converge dans X pour
chaque r ∈ [0, R). Ensuite, pour chaque entier N ≥ 0, nous avons∥∥∥ ∑

n≥0
an(r)xn − x

∥∥∥
X
≤
∥∥∥ ∑

n≥0
an(r)(xn − x)

∥∥∥
X
+
∥∥∥( ∑

n≥0
an(r)− 1

)
x
∥∥∥

X

≤
N

∑
n=0
|an(r)|‖xn − x‖X + ∑

n≥N+1
|an(r)|‖xn − x‖X +

∣∣∣ ∑
n≥0

an(r)− 1
∣∣∣‖x‖X.

Posons

M := max
{

sup
n≥0
‖xn‖X , ‖x‖X , sup

R0≤r<R
∑
n≥0
|an(r)|, 1

}
.

Soit ε > 0 et N un entier tel que ‖xn − x‖X < ε/M pour tout n ≥ N + 1. Par la troisième
condition, pour chaque n = 0, 1, . . . , N, prenons Rn+1 ∈ (0, R) tel que |an(r)| < ε/M(N + 1)
lorsque r ∈ (Rn+1, R). Par la quatrième condition, prenons RN+2 tel que∣∣∣ ∑

n≥0
an(r)− 1

∣∣∣ < ε/M (RN+2 < r < R).

Posons T := max{Rn : n = 0, 1, . . . , N + 2}. Avec ce choix de T, pour chaque T < r < R, on
obtient∥∥∥ ∑

n≥0
an(r)xn − x

∥∥∥
X
< (ε/M) sup

n≥0
‖xn − x‖X + (ε/M) sup

R0≤r<R
∑

n≥N+1
|an(r)|+ (ε/M)M

≤ 4ε.

Ceci montre bien que limA(xn)n≥0 = x.

Comme chaque méthode matricielle est une méthode suite-fonction, on en déduit que les
conditions du théorème de Silverman-Toeplitz classique tiennent aussi pour les méthodes
matricielles appliquées à des suites d’éléments d’un espace de Banach X.
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Corollaire 1.20. Soit X un espace de Banach et A une méthode matricielle déterminée par la matrice
de scalaires (am,n)m,n≥0. La méthode A est régulière si, et seulement si, les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. supm≥0 ∑n≥0 |am,n| < ∞ ;

2. pour chaque entier n ≥ 0, limm→∞ am,n = 0 où la convergence est dans (C, | · |) ;

3. limm→∞ ∑n≥0 am,n = 1 où la convergence est dans (C, | · |).

Nous avons aussi remarqué que la méthode des sommes partielles n’est pas régulière. On
peut le voir maintenant plus clairement en analysant la première condition du théorème
de Silverman-Toeplitz. En effet, la matrice représentant l’application C0 de la méthode des
sommes partielles (C0, cC0(X), limC0) est (c0

m,n)m,n≥0 où

c0
m,n :=

{
1 si n ≤ m
0 si n > m.

On a ∑∞
n=0 c0

m,n = m + 1 qui n’est pas uniformément borné en m. Cependant, par définition,
la méthode des sommes partielles est régulière pour les séries. Voici un autre exemple qui
montre l’importance du choix d’écriture d’une méthode de sommabilité.

Exemple 1.21. Certains auteurs préfèrent définir la méthode de Cesàro comme la méthode
matricielle déterminée par la matrice de scalaire (cm,n)m,n≥0 où

cm,n :=

{
1− n/(m + 1) si n ≤ m

0 si n > m.

Les moyennes de Cesàro d’une suite (xn)n≥0 ∈ XN0 prennent alors la forme

σm =
m

∑
n=0

(
1− n

m + 1

)
xn.

Lorsqu’on travaille avec une suite (xn)n≥0 qui représente les termes généraux d’une série

∑n≥0 xn, l’avantage de cette forme est que les moyennes de Cesàro sont exprimées en fonc-
tion des termes généraux de la série ∑n≥0 xn. On peut alors travailler directement sur ces
termes et non à partir de la suite des sommes partielles. Cependant, sous cette forme, la
méthode de Cesàro n’est pas régulière puisque les coefficients ont la propriété suivante :

lim
m→∞

(
1− n

m + 1

)
= 1,

ce qui n’est pas zéro... Est-il possible d’établir un analogue du théorème de Silverman-
Toeplitz pour ce type de méthode?

Un phénomène similaire se produit pour la méthode d’Abel.
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Exemple 1.22. Encore une fois, certains auteurs préfèrent définir la méthode d’Abel comme
la méthode suite-fonction déterminée par la suite de fonction (an)n≥0 où

an(r) := rn (0 ≤ r < 1).

Les moyennes d’Abel d’une suite (xn)n≥0 ∈ XN0 prennent alors la forme

A0
r (xn)n≥0 = ∑

n≥0
rnxn

si la série converge dans X. Or, encore une fois, sous cette forme la méthode d’Abel ne
respecte pas les conditions du théorème de Silverman-Toeplitz (pour les méthodes suite-
fonction) et n’est donc pas régulière. Est-il possible d’obtenir des conditions nécessaires
et suffisantes pour caractériser la régularité pour les séries dans le cas de méthode suite-
fonction?

Pour répondre aux deux questions que nous venons de poser, on présente une manière de
passer de la forme des moyennes de Cesàro présentée dans l’exemple 1.9 à la forme présen-
tée ci-dessus. En effet, en appliquant la méthode de Cesàro de l’exemple 1.9 à la suite des
sommes partielles (sn)n≥0 d’une série associée à une suite (xn)n≥0 ∈ XN0 , nous avons

1
n + 1

n

∑
k=0

sk =
1

n + 1

n

∑
k=0

(n + 1− k)xk =
n

∑
k=0

(
1− k

n + 1

)
xk.

De la même façon, il existe un lien entre la méthode d’Abel présentée à l’exemple 1.10 et la
forme présentée ci-dessus. En effet, en appliquant la méthode d’Abel de l’exemple 1.10 à la
suite des sommes partielles d’une série associée à une suite (xn)n≥0 ∈ XN0 , nous avons (en
effectuant les calculs formellement seulement)

∑
n≥0

(1− r)rnsn = s0 + ∑
n≥0

rn(sn − sn−1) = ∑
n≥0

rnxn

Ainsi, comme ∑n≥0 xn existe si, et seulement si, limn→∞ sn existe, il est possible d’appliquer
les conditions du théorème de Silverman-Toeplitz à la méthode d’Abel et de Cesàro sous
la forme de l’exemple 1.9 et de l’exemple 1.10 respectivement. Cette approche permet de
déterminer les conditions afin de conserver la valeur de la série. En suivant cette stratégie,
l’analogue du théorème de Silverman-Toeplitz pour les méthodes suite-fonction régulières
pour les séries est énoncé dans le théorème suivant.

Théorème 1.23. Soit X un espace de Banach et soit R ∈ (0, ∞]. Soit B une méthode de sommabilité
suite-fonction donnée par la suite de fonctions (bn)n≥0. La méthode B est C0-régulière si, et seulement
si, les conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour chaque r ∈ [0, R), ∑n≥0 bn(r)xn converge dans X pour chaque (xn)n≥0 ∈ cs(X) ;

2. il existe un nombre R0 ∈ (0, r) tel que supR0≤r<R ∑n≥0 |bn(r)− bn+1(r)| < ∞ ;
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3. pour chaque n ≥ 0, limr→R− bn(r) = 1 où la convergence est dans (C, | · |).

On obtient aussi l’analogue du théorème de Silverman-Toeplitz pour les méthodes matri-
cielles régulières pour les séries.

Théorème 1.24. Soit X un espace de Banach. Soit B une méthode de sommabilité matricielle donnée
par la matrice de scalaires (bm,n)m,n≥0. La méthode B est C0-régulière si, et seulement si, les conditions
suivantes sont satisfaites :

1. pour chaque m ≥ 0, ∑n≥0 bm,nxn converge dans X pour chaque (xn)n≥0 ∈ cs(X) ;

2. supm≥0 ∑n≥0 |bm,n − bm,n+1| < ∞ ;

3. pour chaque n ≥ 0, limm→∞ bm,n = 1 où la convergence est dans (C, | · |).

On note que les méthodes d’Abel et de Cesàro telles que présentées dans l’exemple 1.22 et
dans l’exemple 1.21 respectivement respectent les conditions des deux derniers théorèmes
ci-dessus.
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Première partie

Inclusion scalaire et sommabilité dans
les espaces de Banach
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Chapitre 2

Exemples de méthodes matricielles et
suite-fonction

Nous nous tournons maintenant vers la présentation d’exemples de méthodes de sommabi-
lité matricielles ou suite-fonction, c’est-à-dire où l’application A d’une méthode de somma-
bilité (A, cA(X), limA) est soit définie par une matrice de scalaires ou une suite de fonctions
scalaires. Notre objectif est de présenter des résultats connus d’inclusion valides pour les
suites de scalaires.

Pour ce faire, on introduit la définition suivante. Dans la prochaine définition, on identifie
l’espace des nombres complexes avec l’espace Mv := {λv : λ ∈ C} où v ∈ X est un vecteur
de norme un. Ainsi, l’espace cA(C) est l’espace cA(X) ∩MN0

v .

Définition 2.1. Soient (A, cA(X), limA) et (B, cB(X), limB) deux méthodes de sommabilité.

1. Les méthodes A et B sont scalaire-consistantes si cA(C) ∩ cB(C) 6= ∅ et limA(xn)n≥0 =

limB(xn)n≥0 pour toute suite (xn)n≥0 ∈ cA(C) ∩ cB(C).

2. La méthode A est scalaire-incluse dans la méthode B, noté A ⊆C B, si cA(C) ⊆ cB(C) et
A est scalaire-consistante avec la méthode B.

3. La méthode B est scalaire-équivalente à la méthode B si A ⊆C B et B ⊆C A. On note ceci
par A ∼C B.

Remarquons que cette dernière définition est simplement la définition 1.14 présentée au cha-
pitre précédent avec M := MN0

v = Mv ×Mv × · · · .

Nous nous concentrons à présenter les méthodes de Cesàro et de Riesz arithmétiques dis-
crètes. Nous présentons aussi les méthodes définies à partir de séries de puissances comme
les méthodes d’Abel généralisées, les méthodes de Borel généralisées et la méthode logarith-
mique.
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2.1 Méthodes de Cesàro

Nous avons présenté à l’exemple 1.8 et à l’exemple 1.9 la méthode des sommes partielles
(α = 0) et la méthode de Cesàro (α = 1) respectivement. Ces deux exemples font partie de la
famille des méthodes de Cesàro d’ordre α qui est maintenant présentée un peu plus dans les
détails.

Définition 2.2. Soit α > 0 et (xn)n≥0 ∈ XN0 . La méthode de Cesàro (Cα, cCα(X), limCα) est la
méthode de sommabilité dont l’application Cα : XN0 → XN0 est donnée par

Cα(xn)n≥0 =
( 1
(n+α

α )

n

∑
k=0

(
n− k + α− 1

α− 1

)
xk

)
n≥0

((xn)n≥0 ∈ XN0).

Les coefficients binomiaux apparaissant dans la définition sont définis par(
m + β

β

)
:=

Γ(m + β + 1)
Γ(m + 1)Γ(β + 1)

où Γ : C\ {−1,−2,−3, . . .} → C est la fonction Gamma satisfaisant l’équation fonctionnelle
Γ(z + 1) = zΓ(z) et égalant Γ(z) =

∫ ∞
0 e−ttz−1 dt lorsque Re(z) > 0. Dans ce qui suit, on

notera les coefficients binomiaux d’ordre m et β par Aβ
m. Par conséquent, chaque membre de

la suite Cα(xn)n≥0 s’écrit comme

Cα
n(xn)n≥0 =

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα−1
n−kxk (n ≥ 0).

La méthode de Cesàro d’ordre α > 0 est une méthode matricielle dont la matrice de scalaires
(cn,k)n,k≥0 est

cn,k =

{
Aα−1

n−k/Aα
n si k ≤ n

0 si k > n.

Au chapitre précédent, nous avons montré que la méthode de Cesàro s’écrit aussi comme

Cn(sn)n≥0 =
n

∑
k=0

(
1− k

n + 1

)
xk

où (sn)n≥0 est la suite des sommes partielles d’une série ∑n≥0 xk. On peut utiliser la même
approche pour montrer que les moyennes de Cesàro se réexpriment comme

Cα
n(sn)n≥0 =

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα
n−kxk. (2.1)

Il suffit d’appliquer la méthode de Cesàro à la suite des sommes partielles (sn)n≥0 associée
à une série ∑n≥0 xn et à utiliser le lemme 2.3 ci-dessous. Bref, sous cette dernière forme, la
méthode de Cesàro est appliquée à une suite (xn)n≥0 dont chaque élément représente le
terme général d’une série ∑n≥0 xn.
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De plus, dans la forme (2.1), il est possible d’étendre la définition de la méthode de Cesàro
à des valeurs de α > −1. Lorsque la valeur de α tend vers −1, nous obtenons la notion de
convergence traditionnelle, c’est-à-dire

limC−1(xn)n≥0 = lim(xn)n≥0,
(
(xn)n≥0 ∈ c(X)

)
.

Lorsque la valeur de α est égale à 0, on obtient la méthode des sommes partielles et l’appli-
cation de sommabilité devient la somme d’une série, c’est-à-dire

limC0(xn)n≥0 = ∑
n≥0

xn,
(
(xn)n≥0 ∈ cs(X)

)
.

On peut interpréter la méthode de Cesàro lorsque −1 < α < 0 comme une notion intermé-
diaire entre la convergence de la série ∑n≥0 xn et la convergence de la suite (xn)n≥0. C’est
d’ailleurs la forme (2.1) de la méthode de Cesàro qui est utilisée dans l’étude des espaces de
Dirichlet à poids surharmoniques.

Dans cette section, nous distinguons les deux formes de la méthode de Cesàro. On référence
la première forme (de la définition 2.2) par Cα et la deuxième forme donnée par (2.1) de la
méthode par C̃α.

La méthode de Cesàro d’ordre α > 0 est régulière et la méthode de Cesàro C̃α est régu-
lière pour les séries. En effet, elle respecte toutes les conditions du théorème de Silverman-
Toeplitz et de la version de celui-ci pour les méthodes régulières pour les séries. Pour vérifier
cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.3. Soit α, β > 0. Alors l’identité suivante est vérifiée

n

∑
k=0

(
n− k + α

α

)(
k + β

β

)
=

(
n + α + β + 1

α + β + 1

)
(n ≥ 0).

Démonstration. Cette preuve est basée sur le développement en série de Taylor des fonctions
(1− z)−1−α et (1− z)−1−β lorsque |z| < 1. Nous avons

(1− z)−1−α = ∑
n≥0

(
n + α

α

)
zn (|z| < 1).

Par conséquent, en effectuant le produit des séries de (1− z)−1−α et (1− z)−1−β, on obtient

(1− z)−2−α−β = (1− z)−1−α(1− z)−1−β = ∑
n≥0

( n

∑
k=0

(
n− k + α

α

)(
k + β

β

))
zn.

En écrivant la série pour la fonction (1− z)−2−β−α, on obtient

∑
n≥0

(
n + α + β + 1

α + β + 1

)
zn = ∑

n≥0

( n

∑
k=0

(
n− k + α

α

)(
k + β

β

))
zn.

Ceci fournit le résultat.
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Théorème 2.4. La méthode de Cesàro Cα d’ordre α > 0 est régulière. La méthode de Cesàro C̃α

d’ordre α > −1 est régulière pour les séries.

Démonstration. Il suffit de vérifier les conditions du théorème de Silverman-Toeplitz. D’après
le lemme 2.3, avec α− 1 à la place de α et β = 0, nous avons

n

∑
k=0
|cn,k| =

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα−1
n−k =

Aα
n

Aα
n
= 1.

De plus, nous avons

Aα−1
n−k

Aα
n

=
Γ(n− k + α)/Γ(n− k + 1)Γ(α)
Γ(n + α + 1)/Γ(n + 1)Γ(α + 1)

= α
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

(n + α)(n− 1 + α) · · · (n− k + α)

et cette dernière expression converge vers 0 lorsque n tend vers l’infinie. Ces deux derniers
faits permettent d’affirmer que les conditions du théorème de Silverman-Toeplitz sont véri-
fiées et donc la méthode de Cesàro est régulière. Le deuxième point du théorème se montre
de la même façon.

Théorème 2.5. Soit α, β ∈ R.

1. Si 0 < α < β, alors la méthode de Cesàro Cα est scalaire-incluse dans la méthode de Cesàro Cβ.

2. Si −1 < α < β, alors la méthode de Cesàro C̃α est scalaire-incluse dans la méthode de Cesàro
C̃β.

Démonstration. Voir la preuve du théorème 3.1.10 de [3] et la preuve du théorème 43 de
[26].

2.2 Méthodes arithmétiques discrètes de Riesz

Nous nous penchons désormais sur les méthodes arithmétiques discrètes de Riesz. Cette fa-
milles de méthodes est en fait le cas discret des méthodes typiques de Riesz. Les méthodes
typiques de Riesz sont de type suite-fonction et elles ont été introduites par Riesz afin d’étu-
dier les séries de Dirichlet. Hardy a aussi travaillé sur ce type de méthodes. Ensemble, Hardy
et Riesz ont publié un livre intitulé The general theory of Dirichlet’s series [28] 1 où ils présentent
des résultats de sommabilité de telles séries selon la méthode typique de Riesz. Pour plus de
détails sur ces types de méthodes, le lecteur est invité à consulter le livre 2 de Chandrasekha-
ran et Minakshisundaram [10].

On se contente de définir la méthode de Riesz arithmétique discrète puisqu’elle entretient
un lien étroit avec les méthodes de Cesàro C̃α d’ordre α entre −1 et 2.

1. Cet ouvrage est maintenant épuisé.
2. Non épuisé !
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Définition 2.6. Soit α > −1. La méthode de Riesz arithmétique discrète est la méthode de som-
mabilité (Rα, cRα(X), limRα) dont l’application Rα : XN0 → XN0 est définie par

Rα(xn)n≥0 :=
( n

∑
k=0

(
1− k

n + 1

)α
xk

)
n≥0

((xn)n≥0 ∈ XN0).

La méthode Rα est une méthode matricielle donnée par la matrice de scalaires (rn,k)n,k≥0 où

rn,k :=


(

1− k
n+1

)α
si k ≤ n

0 si k > n.
.

La méthode de Riesz arithmétique discrète respecte les conditions du théorème 1.24. Ainsi,
on a le théorème suivant.

Théorème 2.7. Pour chaque α > −1, la méthode Rα est régulière pour les séries.

Cette méthode et son lien avec la méthode de Cesàro ont été investigués par Riesz [47] pour
les valeurs −1 < α ≤ 1. Kuttner [33] a étendu les résultats de l’article de Riesz pour les
valeurs de 1 < α ≤ 2. Les résultats de ces deux mathématiciens sont combinés dans le
théorème suivant.

Théorème 2.8 (Kuttner [33] ; Riesz [47]). Pour chaque α ∈ (−1, 2], nous avons Rα ∼C C̃α.

2.3 Méthodes définies par des séries entières

Dans cette section, nous dirigeons maintenant notre attention sur les méthodes de somma-
bilité définies à partir des coefficients d’une série entière. La présentation de la définition
générale de ces méthodes suit essentiellement la §3.6 du livre de Boos [3]. Hardy discute
aussi de ces méthodes à la §4.12 de son ouvrage [26]. Nous présentons aussi un résultat de
Borwein [5] sur l’inclusion entre des méthodes de sommabilité définies par des séries en-
tières. Il s’agit du théorème 2.14 énoncé dans cette section.

La lettre p désigne une fonction définie par une série entière et on pose

p(r) := ∑
n≥0

pnrn (r ∈ [0, Rp))

où pn ≥ 0, p0 > 0 et le rayon de convergence est Rp > 0. Comme pn ≥ 0 (n ≥ 0), nous
avons toujours que p(r) > 0 quel que soit r ∈ [0, Rp). On définit maintenant une méthode
suite-fonction obtenue d’une série entière.

Définition 2.9. Soit p donnée par une série entière dont le rayon de convergence est Rp > 0.
La méthode de sommabilité de série entière associée à p est la méthode (P, cP(X), limP) où
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l’application P est donnée via les applications Pr : XN0 → X définies par

Pr(xn)n≥0 :=
1

p(r) ∑
n≥0

pnxnrn (0 ≤ r < Rp, (xn)n≥0 ∈ DPr).

Comparativement aux méthodes des sections précédentes, il faut s’assurer que la série défi-
nissant Pr(xn)n≥0 soit convergente dans X. De plus, la méthode (P, cp(X), limP) est une mé-
thode suite-fonction obtenue de la suite de fonctions (an)n≥0. Les fonctions an : [0, Rp) → C

sont définies par

an(r) :=
pnrn

p(r)
(0 ≤ r < Rp, n ≥ 0).

Exemple 2.10. Soit pn = 1 pour chaque n ≥ 0. Alors, nous obtenons p(r) = (1− r)−1 qu’on
note par a0(r). La méthode (A0, cA0(X), limA0) obtenue à partir de a0 est la méthode d’Abel
et l’expression de chaque A0

r est

A0
r (xn)n≥0 := (1− r) ∑

n≥0
xnrn (0 ≤ r < 1, (xn)n≥0 ∈ DA0

r
).

Lorsque le rayon de convergence Rp n’est pas l’infini, la méthode de sommabilité associée à
p est appelée méthode de type Abel.

Exemple 2.11. Soit pn := 1
n! pour chaque n ≥ 0. Alors, nous obtenons p(r) = er qu’on

note par b(r). La méthode (B, cB(X), limB) obtenue à partir de b est la méthode de Borel et
l’expression de chaque Br est

Br(xn)n≥0 = e−r ∑
n≥0

rnxn

n!
(0 ≤ r < ∞, (xn)n≥0 ∈ DBr).

Lorsque Rp = ∞, on nomme la méthode de sommabilité associée à la série entière p une
méthode de type Borel. Qui plus est, dans ce type de méthode, nous préférons employer le
paramètre ω en lieu et place du paramètre r.

Le prochain théorème permet de caractériser les méthodes régulières de type Abel. Il s’agit
d’une conséquence directe du théorème de Silverman-Toeplitz.

Théorème 2.12. Soit (P, cP(X), limP) une méthode de sommabilité de série entière de type Abel. La
méthode P est régulière si, et seulement si, p(r)→ ∞ lorsque r → R−p .

Démonstration. Par la définition d’une méthode de sommabilité de série entière, deux condi-
tions du théorème de Silverman-Toeplitz sont automatiquement vérifiées, soient les condi-
tions suivantes :

— supr≥R0
1

p(r) ∑n≥0 pnrn < ∞ pour un certain R0 ∈ [0, Rp) ;
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— limr→R−p
1

p(r) ∑n≥0 pnrn = 1.

Ainsi, la seule condition jouant un rôle est la suivante :

— pour chaque entier n ≥ 0, pnrn

p(r) → 0 lorsque r → R−p .

Supposons que la méthode P soit régulière. Dans ce cas, d’après le théorème de Silverman-
Toeplitz, elle satisfait la condition ci-dessus. D’après cette condition et comme chaque pn ≥ 0
et rn > 0 (r > 0), on obtient limr→R−p p(r) = ∞.

Supposons maintenant que limr→R−p p(r) = ∞. Si n ≥ 0 est fixé, notre hypothèse implique
que limr→R−p pnrn/p(r) = 0. Ainsi, la condition manquante du théorème de Silverman-
Toeplitz est satisfaite.

Pour le cas des méthodes de type Borel, la régularité est plutôt caractérisée par le théorème
suivant.

Théorème 2.13. Soit (P, cP(X), limP) une méthode de sommabilité de série entière de type Borel. La
méthode P est régulière si, et seulement si, p(ω) n’est pas un polynôme.

Démonstration. Supposons que la méthode P soit régulière. Dans ce cas, elle satisfait les
conditions du théorème de Silverman-Toeplitz indiquée dans la preuve du théorème pré-
cédent. En particulier, nous avons pnωn/p(ω) → 0 lorsque ω → ∞. Supposons, si possible,
que p soit un polynôme de degré N, disons p(ω) = p0 + p1ω + · · ·+ pNωN . Ainsi, pN 6= 0
et

lim
r→∞

pNωN

p(ω)
= lim

ω→∞

1
p0

pNωN + p1
pNωN−1 + · · ·+ 1

= 1,

ce qui est une contradiction avec la condition limω→∞ pNωN/p(ω) = 0. Ainsi, p(ω) ne peut
pas être un polynôme.

Supposons que p n’est pas un polynôme. La seule condition à vérifier est limω→∞
pnωn

p(ω)
= 0

pour tout entier n ≥ 0. Soit n ≥ 0 un entier. Si pn = 0, la condition est automatiquement
remplie. Supposons que pn 6= 0. Comme p n’est pas un polynôme, il existe un entier N > n
tel que pN 6= 0. Comme pk ≥ 0 et ω ∈ [0, ∞), nous avons que p(ω) ≥ pNωN , ce qui fournit

0 ≤ lim
ω→∞

pnωn

p(ω)
≤ lim

ω→∞

pnωn

pNωN =
pn

pN
lim

ω→∞
ω−(N−n) = 0.

Par conséquent, la méthode est régulière puisqu’elle satisfait les conditions du théorème de
Silverman-Toeplitz.

Un résultat de Borwein permet de comparer deux méthodes de série entière. Ce résultat est
le suivant.
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Théorème 2.14 (Borwein, [5, théorème A]). Soient (P, cP(X), limP) et (Q, cQ(X), limQ) deux
méthodes de sommabilité de séries entières associées respectivement aux séries entières p et q de même
rayon de convergence. Supposons qu’il existe un entier N, une mesure borélienne finie signée µ sur
[0, 1] et un nombre δ ∈ (0, 1] tel que, pour tout entier n ≥ N,

1. pn = qn
∫ 1

0 tn dµ(t) ;

2.
∫ 1

0 tn dµ(t) ≥ δ
∫ 1

0 tn |dµ(t)|.

Alors, la méthode Q est scalaire-incluse dans P.

Ce dernier théorème est utilisé dans la troisième partie de cette thèse.

Nous nous concentrons sur des exemples particuliers de méthodes définies par des séries
entières. Celles-ci sont aussi étudiées dans la troisième partie de cette thèse sur les espaces
de de Branges-Rovnyak.

2.3.1 Les méthodes d’Abel généralisées

Définition 2.15. Soit α > −1. La méthode d’Abel généralisée (Aα, cAα(X), limAα) est la mé-
thode de sommabilité définie par la série entière aα(r) := (1− r)−1−α (0 ≤ r < 1).

Comme le développement en série entière de la fonction (1− r)−1−α est

∑
n≥0

(
n + α

α

)
rn

l’expression de l’application Aα
r : XN0 → X est

Aα
r (xn)n≥0 = (1− r)1+α ∑

n≥0

(
n + α

α

)
rnxn ((xn)n≥0 ∈ DAα

r
).

Comme aα(r)→ ∞ lorsque r → 1− (α > −1), la méthode d’Abel généralisée Aα est régulière.
Borwein a montré la relation suivante entre les méthodes d’Abel généralisées lorsqu’elles
sont appliquées à des suites de nombres complexes. Il a fourni une première preuve dans
son article [4] et il en a ensuite donné une autre à la §5 de son article [5] en utilisant le
théorème 2.14.

Théorème 2.16 (Borwein, [5, §5]). Soient −1 < β < α. Alors, la méthode Aβ est scalaire-incluse
dans la méthode Aα.

Enfin, la méthode d’Abel contient toutes les méthodes de Cesàro. Ce résultat est le [3, théo-
rème 3.6.11] dont la preuve est présentée à la page 163.

Théorème 2.17. Pour tout α > 0, la méthode de Cesàro Cα est scalaire-incluse dans la méthode
d’Abel (A, cA(X), limA).
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2.3.2 Les méthodes de Borel généralisées

La méthode de Borel généralisée est une importante méthode de sommabilité. Un livre de
Shawyer et Watson [51] est consacré à l’étude de ces méthodes de sommabilité. Nous suivons
essentiellement la présentation de ce livre pour introduire la méthode de Borel généralisée.

Le point de départ est la fonction de Mittag-Leffler. Il s’agit de la fonction Eα (α > 0) définie
par

E(α)(ω) :=
∞

∑
n=0

ωn

Γ(αn + 1)
(0 ≤ ω < ∞).

Il est possible de démontrer que cette fonction se comporte comme la fonction exponentielle
eω. Plus précisément, nous avons E(α)(ω) ∼ eω/α lorsque ω → ∞. Lorsque α = 1, la fonction
de Mittag-Leffler est simplement la fonction exponentielle.

Borwein [6] a introduit un autre type de fonction afin de généraliser la méthode de Borel de
l’exemple 2.11.

Définition 2.18. Soit α > 0 et soit β un nombre réel et N ≥ 0 un entier tels que αN + β > 1.
La méthode de Borel généralisée est la méthode de sommabilité (Bα,β, cBα,β(X), limBα,β) dont
l’application Bα,β

ω : XN0 → X (0 ≤ ω < ∞) est définie par

Bα,β
ω (xn)n≥0 := αe−ω ∑

n≥N

xnωαn+β−1

Γ(αn + β)
((xn)n≥0 ∈ DBα,β

ω
).

La méthode (Bα,β, cBα,β(X), limBα,β) est une méthode de série entière où la fonction p est

p(ω) :=
∞

∑
n=N

ωαn+β−1

Γ(αn + β)
(0 ≤ ω < ∞).

Lorsque α = 1 et β = 1, on retrouve la fonction exponentielle et lorsque β = 1, on retrouve
la fonction de Mittag-Leffler Eα évaluée en ωα. Dans l’expression de Bα,β

ω , on remplace la
fonction p(ω) par αe−ω puisque, asymptotiquement, nous avons (voir l’ouvrage [51, §5.2]
ou l’article [6])

p(ω) ∼ eω

α
(ω → ∞).

La méthode (Bα,β, cBα,β(X), limBα,β) est une méthode régulière puisque p(ω) n’est pas un
polynôme. Pour plus de détails sur ces dernières estimations et les propriétés plus fines de
la méthode de Borel généralisée, le lecteur est invité à consulter le [51, chapitre 5] ou l’article
[6].

2.3.3 La méthode logarithmique

Le dernier exemple que nous examinons est la méthode logarithmique.
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Définition 2.19. La méthode logarithmique est la méthode de sommabilité (L, cL(X), limL)

définie par la série entière l(r) := 1
r log

(
1

1−r

)
de rayon de convergence Rl = 1.

La série entière de la fonction l est

l(r) = ∑
n≥0

rn

n + 1
(0 ≤ r < 1).

Chaque application Lr : XN0 → X (0 ≤ r < 1) prend alors la forme

Lr(xn)n≥0 :=
r

log 1
1−r

∑
n≥0

xnrn

n + 1
((xn)n≥0 ∈ DLr).

Comme l(r)→ ∞, la méthode logarithmique est régulière.

La caractéristique importante de la méthode logarithmique est qu’elle contient beaucoup de
méthodes de sommabilité. Entre autres, elle contient toutes les méthodes d’Abel généralisées
et toutes les méthodes de Borel généralisées.

Théorème 2.20 (Borwein, [5]). Pour tout α > −1, la méthode d’Abel généralisée Aα est scalaire-
incluse dans la méthode L.

Sous une hypothèse supplémentaire, la méthode de Borel généralisée est scalaire-incluse
dans la méthode logarithmique. Pour M ⊆ XN0 , une méthode de sommabilité A est M-
scalaire-incluse dans une méthode de sommabilité B si cA(C) ∩ M ⊂ cB(C) et A et B sont
compatibles sur cA(C) ∩M.

Théorème 2.21 (Borwein–Watson, [7], Proposition 3). Soit des nombres α > 0, β ∈ R et un
entier N ≥ 0 tels que αN + β > 1. Soit M := DA0 où DA0 est le domaine de la méthode d’Abel. La
méthode de Borel généralisée Bα,β est M-scalaire-incluse dans la méthode logarithmique.
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Chapitre 3

Sommabilité dans les espaces de
Banach via l’inclusion scalaire

Un type de théorème qui permet d’étendre une propriété vraie sur un sous-espace de suites
de scalaires à un sous-espace de suites d’éléments d’un espace de Banach a été démontré
au chapitre précédent. Il s’agit du théorème de Silverman-Toeplitz pour les méthodes suite-
fonction et les méthodes matricielles. En effet, la preuve du théorème de Silverman-Toeplitz
pour les méthodes de sommabilité s’est faite en utilisant la régularité de la méthode sur les
suites scalaires. Ceci motive l’introduction de la définition suivante.

Définition 3.1. Soit (A, cA(X), limA) une méthode de sommabilité. La méthode A est scalaire-
régulière si c(C) ⊆ cA(C) et limA(xn)n≥0 = limn→∞ xn quelle que soit la suite (xn)n≥0 ∈ c(C).

Une autre manière de voir le principe de transfert du théorème de Silverman-Toeplitz est le
résultat suivant.

Théorème 3.2. Une méthode suite-fonction est régulière si, et seulement si, elle est scalaire-régulière.

L’objectif de ce chapitre est donc de voir si un tel principe de transfert s’applique à l’inclu-
sion 1 de méthodes de sommabilité.

3.1 L’inclusion scalaire implique l’inclusion

Le prochain théorème répond partiellement à cette question lorsqu’on applique une mé-
thode de sommabilité à une suite d’opérateurs linéaires bornés. On présente le théorème
dans le cas particulier où E = [0, R) où 0 < R ≤ ∞. Dans ce cas particulier, ∞ = R.

1. Il est à remarquer que le théorème de Silverman-Toeplitz est un théorème d’inclusion de la méthode de
convergence forte dans une méthode de sommabilité.
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Dans la preuve, nous allons utiliser la caractérisation de limr→R− f (r) = x en terme des
suites. Précisément, nous avons limr→R− f (r) = x si, et seulement si, pour toute suite (rn)n≥0

telle que rn → R− (n→ ∞), nous avons limn→∞ f (rn) = x.

Théorème 3.3. Soient (A, cA(X), limA) et (B, cB(X), limB) deux méthodes de sommabilité régu-
lières. Soit X et Y des espaces de Banach. Soit S : X → Y et Sn : X → Y (n ≥ 0) des opérateurs
linéaires bornés. Supposons que

1. Sn(x)→ S(x) pour tout x ∈W où W est un sous-ensemble dense de X ;

2. (Sn(x))n≥0 est A-convergente vers S(x) pour tout x ∈ X ;

3. A est scalaire-incluse dans B.

Alors, pour tout x ∈ X, la suite (Sn(x))n≥0 est B-convergente vers S(x).

Démonstration. Soit (an)n≥0 et (bn)n≥0 les fonctions définissant les méthodes A et B.

Supposons que, pour tout x ∈ X, (Sn(x))n≥0 est convergente selon la méthode A vers S(x).
Alors, pour tout x ∈ X et tout r ∈ [0, R), nous avons

∑
n≥0

an(r)Sn(x) converge dans X et S(x) = limA(Sn(x))n≥0.

Nous voulons démontrer que la suite (Sn(x))n≥0 est aussi convergente selon la méthode B
vers S(x). Nous allons donc montrer que

i) la série ∑n≥0 bn(r)Sn(x) est convergente dans Y pour tout x ∈ X et tout r ∈ [0, R) ;

ii) limB(Sn(x))n≥0 = S(x) pour tout x ∈ X.

Nous commençons par i). Soit r ∈ [0, R) et x ∈ X fixés. La suite (Sn(x))n≥0 est A-convergente
vers S(x). Soit φ ∈ Y∗. Par la linéarité et la continuité de φ, nous avons

φ
(

∑
n≥0

an(r)Sn(x)
)
= ∑

n≥0
an(r)φ(Sn(x)).

Ainsi, la suite (φ(Sn(x)))n≥0 converge vers φ(S(x)) selon la méthode A. Comme A ⊆C B,
nous avons que la suite (φ(Sn(x)))n≥0 est B-convergente vers φ(S(x)). En particulier, la série

∑n≥0 bn(r)φ(Sn(x)) est convergente dans C et donc bornée :

sup
N≥0

∣∣∣ N

∑
n=0

bn(r)φ(Sn(x))
∣∣∣ < ∞.

En utilisant la linéarité de φ, nous avons donc

sup
N≥0

∣∣∣φ( N

∑
n=0

bn(r)Sn(x)
)∣∣∣ < ∞.
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Ceci étant vrai quelle que soit φ, d’après le théorème de Banach-Steinhaus, on en déduit que

sup
N≥0

∥∥∥ N

∑
n=0

bn(r)Sn(x)
∥∥∥

Y
< ∞.

Ceci étant aussi vrai quel que soit x ∈ X, une deuxième application du théorème de Banach-
Steinhaus permet de conclure que

M1 := sup
N≥0

∥∥∥ N

∑
n=0

bn(r)Sn

∥∥∥
X→Y

< ∞. (3.1)

Soit x ∈ X et w ∈ W tels que ‖x− w‖X < ε/M1. Par hypothèse, nous avons Sn(w) → S(w)

lorsque n → ∞. Comme B est une méthode régulière, il s’en suit que (Sn(w))n≥0 converge
vers S(w) selon la méthode B. En particulier, la suite (∑N

n=0 bn(r)Sn(w))N≥0 est de Cauchy
dans Y et donc ‖∑m2

n=m1
bn(r)Sn(w)‖Y < ε pour des entiers m1, m2 assez grands. Pour de tels

entiers m1 et m2, il s’en suit que∥∥∥ m2

∑
n=m1

bn(r)Sn(x)
∥∥∥

Y
≤
∥∥∥ m2

∑
n=m1

bn(r)Sn(x− w)
∥∥∥

Y
+
∥∥∥ m2

∑
n=m1

bn(r)Sn(w)
∥∥∥

Y

≤
∥∥∥ m2

∑
n=m1

bn(r)Sn

∥∥∥
X→Y
‖x− w‖X + ε

≤ 2M1ε/M1 + ε = 3ε.

Par conséquent, la série ∑n≥0 bn(r)Sn(x) est de Cauchy. Ceci démontre que ∑n≥0 bn(r)Sn(x)
est une série convergente dans l’espace X quel que soit r ∈ [0, R). Ceci termine la démons-
tration du premier point.

Passons maintenant à la démonstration de ii). Définissons l’opérateur SB
r : X → Y par l’ex-

pression

SB
r (x) := ∑

n≥0
bn(r)Sn(x) (x ∈ X).

D’après la preuve du point i), la série définissant SB
r (x) est convergente, ce qui assure que

SB
r est bien définie et est linéaire. De plus, d’après (3.1), il s’en suit que SB

r est un opérateur
linéaire borné de X dans Y. Comme nous l’avons vu dans la démonstration du point i),
pour chaque x ∈ X et φ ∈ Y∗, la suite (φ(Sn(x)))n≥0 est convergente vers φ(S(x)) selon la
méthode B. En d’autres mots, nous avons

φ(SB
r (x))→ φ(S(x)) (r → R−). (3.2)

Nous voulons démontrer que SB
r (x) → S(x) lorsque r → R−. Soit (rn)n≥0 une suite telle

que rn → R− lorsque n → ∞. D’après (3.2), nous avons que φ(SB
rn
(x)) → φ(S(x)) lorsque

n→ ∞. On en déduit que

sup
n≥0
|φ(SB

rn
(x))| < ∞ (φ ∈ Y∗, x ∈ X).
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En appliquant une première fois le théorème de Hahn-Banach et de Banach-Steinhaus (voir
[49, théorème 5.8]), on trouve que

sup
n≥0
‖SB

rn
(x)‖Y < ∞ (x ∈ X).

À appliquant une deuxième fois le théorème de Banach Steinhaus, on obtient que

M2 := sup
n≥0
‖SB

rn
‖X→Y < ∞.

Étant donné x ∈ X et ε > 0, on choisit w ∈W tel que

‖x− w‖X < ε/ max{M2, ‖S‖X→Y}.

De plus, par la régularité de B, nous avons SB
rn
(w) → S(w) lorsque n → ∞. Par conséquent,

il existe un entier N tel que

‖SB
rn
(w)− S(w)‖Y < ε (n ≥ N).

Pour n ≥ N, nous obtenons

‖SB
rn
(x)− S(x)‖Y ≤ ‖SB

rn
(x− w)‖Y + ‖SB

rn
(w)− S(w)‖Y + ‖S(w− x)‖Y

≤ M2‖x− w‖X + ε + ‖S‖X→Y‖w− x‖X

≤ M2ε/M2 + ε + ‖S‖X→Yε/‖S‖X→Y = 3ε.

Ainsi, SB
rn
(x) → S(x) lorsque n → ∞. Comme la suite (rn)n≥0 est arbitraire, on conclut

que SB
r (x) → S(x) lorsque r ∈ R−. Autrement dit, (Sn(x))n≥0 converge vers S(x) selon la

méthode B. Ceci termine la démonstration du deuxième point et du théorème.

La preuve s’adapte facilement pour les méthodes matricielles. Dans ce cas, nous n’avons pas
besoin de passer par la caractérisation de la limite à l’infini en termes des suites. De plus, ce
résultat s’étend à tout espace topologique localement compact, non-compact et métrisable
dont le compactifié d’Alexandrov (la « one-point compactification ») est métrisable. Pour
plus de détails sur les espaces dont le compactifié d’Alexandrov est métrisable, le lecteur
peut consulter l’article [38].

Il faut remarquer que la régularité de la méthode A n’a pas été utilisée. Ainsi, il est pos-
sible d’enlever cette hypothèse du théorème. Aussi, l’espace topologique (E, TE) ne joue pas
un rôle particulier dans la preuve du résultat ci-dessus (seulement pour donner un sens de
convergence à l’infini). Ainsi, les méthodes A et B peuvent avoir des paramètres qui appar-
tiennent à deux espaces topologiques différents. De plus, la condition Sn(w) → S(w), pour
tout w dans un ensemble dense dans X, semble essentielle afin de conclure que (Sn(x))n≥0

converge vers S(x) selon la méthode B. Serait-il possible de retirer cette hypothèse et ob-
tenir la même conclusion sur la convergence de la suite (Sn(x))n≥0 ? Ceci ne semble pas
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possible puisque cette hypothèse semble aussi être essentielle pour démontrer que la série

∑n≥0 bn(r)Sn(x) (x ∈ X) converge dans X (on démontre que cette dernière série est de Cau-
chy dans X en utilisant cette hypothèse).

Cependant, si cette hypothèse est laissée de côté, il est seulement possible de démontrer
que la suite ∑N

n=0 bn(r)Sn(x) est faiblement de Cauchy. En effet, comme la suite (Sn(x))n≥0

est convergente selon la méthode A vers S(x), il s’en suit (comme nous l’avons vu dans la
preuve ci-dessus) que la suite (φ(Sn(x)))n≥0 est convergente vers φ(S(x)) selon la méthode
B pour tout x ∈ X et toute φ ∈ Y∗. En particulier, la série ∑n≥0 bn(r)φ(Sn(x)) est conver-
gente dans C pour chaque r ∈ E. Ainsi, la suite (∑N

n=0 bn(r)φ(Sn(x)))N≥0 est de Cauchy
dans C pour chaque r ∈ E. D’après la linéarité de φ, on en déduit seulement que la suite
(φ(∑N

n=0 bn(r)Sn(x)))N≥0 est de Cauchy dans C. Généralement, une suite qui est faiblement
de Cauchy n’admet pas toujours de limite faible. L’algèbre du disque A(D) est un exemple
d’un tel espace (voir [12, exemple 4.5]). Donc, il ne semble pas possible de retirer l’hypothèse
sur l’existence de l’ensemble dense W. Néanmoins, une conséquence du théorème d’Alao-
glu [12, théorème 3.1, p. 130] assure que si X est réflexif, alors toutes les suites faiblement de
Cauchy admettent une limite faible [12, corollaire 4.3, p. 132]. Si tel est le cas, l’espace X est
faiblement séquentiellement complet. En ajoutant cette hypothèse assez forte sur X, on obtient
le résultat suivant.

Théorème 3.4. Soit X un espace de Banach. Soit (A, cA(X), limA) et (B, cB(X), limB) deux mé-
thodes de sommabilité suite-fonction. Supposons que

1. A est scalaire-incluse dans B ;

2. X soit réflexif.

Alors, la méthode A est faiblement incluse dans B.

Dans l’énoncé du théorème précédent, une méthode A est faiblement incluse dans B si les
conditions suivantes sont satisfaites :

— c∗,A(X) ⊆ c∗,B(X) ;

— lim∗A(xn)n≥0 = lim∗B(xn)n≥0 pour toute (xn)n≥0 ∈ c∗,A(X).

Pour les méthodes suite-fonction, l’ensemble c∗,A(X) associé à une méthode A est défini
comme

c∗,A(X) :=

{
(xn)n≥0 ∈ XN0 : ∑

n≥0
an(r)xn est faiblement convergente dans X

et lim∗,A(xn)n≥0 existe .}

Il y a aussi une version du théorème 3.3 pour les méthodes régulières pour les séries.
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Théorème 3.5. Soient (A, cA(X), limA) et (B, cB(X), limB) deux méthodes de sommabilité régu-
lières pour les séries. Soit X et Y deux espaces de Banach. Soient S : X → Y, Sn : X → Y (n ≥ 0)
des opérateurs linéaires bornés. Supposons que

1. ∑n
k=0 Sk(x)→ S(x) pour tout x ∈W où W est un sous-ensemble dense de X ;

2. (Sn(x))n≥0 est A-sommable vers S(x) pour tout x ∈ X ;

3. A est scalaire-incluse dans B.

Alors, pour tout x ∈ X, la suite (Sn(x))n≥0 est B-sommable vers S(x).

Démonstration. La démonstration est pratiquement la même que celle du théorème 3.3. La
seule différence est qu’il faut utiliser la régularité pour les séries au lieu de la régularité pour
les suites.

3.2 Conséquences sur la sommabilité du développement de Taylor

Soit D := {z ∈ C : |z| < 1} le disque unité du plan complexe. Rappelons que l’espace
Hol(D) est l’espace des fonctions holomorphes définies sur le disque unité. Sa topologie
est celle de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de D.

Un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D est un espace de Banach X qui est un sous-
ensemble de Hol(D) tel que l’application d’inclusion canonique X ↪→ Hol(D) est continue.

Chaque fonction f (z) admet un développement de Taylor autour de z = 0 de la forme

f (z) = ∑
n≥0

anzn (z ∈ D).

On définit les sommes partielles du développement de Taylor par

sn( f )(z) :=
n

∑
k=0

akzk.

La série de Taylor d’une fonction f ∈ X est sommable par une méthode de sommabilité A si
la suite (sn( f ))n≥0 ∈ cA(X). Lorsque l’ensemble des polynômes est dense et que la méthode
de sommabilité est régulière, le théorème 3.3 a la conséquence suivante pour les espaces de
Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité.

Corollaire 3.6. Soit X un espace de Banach de fonctions holomorphes sur D. Soit (A, cA(X), limA)

et soit (B, cB(X), limB) deux méthodes de sommabilité régulières. Supposons que

1. l’ensemble des polynômes soit inclus et dense dans X ;

2. A soit scalaire-incluse dans B.

Si la série de Taylor de f est A-sommable vers f pour toute f ∈ X, alors la série de Taylor de f est
B-sommable vers f pour toute f ∈ X.

37



Démonstration. Si on vérifie les hypothèses du théorème 3.3, nous allons obtenir la conclu-
sion du corollaire. Le restant de la preuve consiste donc à vérifier que toutes les hypothèses
du théorème sont vérifiées.

Posons W le sous-espace des polynômes. Par hypothèse, l’ensemble des polynômes est dense
dans X. Définissons l’opérateur Sn : X → X par l’expression Sn( f ) := sn( f ) pour f ∈ X
(l’opérateur qui assigne les sommes partielles du développement de Taylor d’une fonction
f ∈ X) et S( f ) = f l’opérateur identité sur X.

Tout d’abord, montrons que chaque Sn est continu (n ≥ 0). Pour f ∈ X avec f (z) = ∑n≥0 anzn

où an = f (n)(0)
n! , nous avons

‖Sn( f )‖X ≤
n

∑
k=0

∣∣∣ f (n)(0)
n!

∣∣∣‖zk‖X.

L’application Dk : Hol(D) → C définie par Dk( f ) := f (k)(0) est continue et linéaire sur
Hol(D). Comme l’inclusion X ↪→ Hol(D) est continue, il s’en suite que la restriction Dk

∣∣
X :

X → C est une fonctionnelle linéaire continue sur X, quel que soit k ≥ 0. Ainsi, il existe des
constantes Ck (k ≥ 0) telles que

| f (k)(0)| ≤ Ck‖ f ‖X.

En utilisant ce dernier estimé, on obtient

‖Sn( f )‖X ≤
( n

∑
k=0

Ck

n!
‖zk‖X

)
‖ f ‖X.

Puis, pour chaque polynôme p avec N := deg p, nous avons

Sn(p) = sn(p) = p (n ≥ N).

Par conséquent, limn→∞ Sn(p) = p pour tout p ∈ P . Enfin, par hypothèse, la méthode A est
scalaire-incluse dans B.

Supposons maintenant que la série de Taylor de toute fonction f ∈ X est A-sommable vers
f . Ceci indique que la suite (sn( f ))n≥0 est A-convergente vers f . Comme Sn( f ) = sn( f ),
l’hypothèse de sommabilité pour la méthode A est vérifiée. Par le théorème 3.3, on peut
donc conclure que (sn( f ))n≥0 est B-convergente vers f quelle que soit f ∈ X.

Ce dernier résultat sera cité à de nombreuses reprises dans cette thèse. Il constitue une géné-
ralisation de l’argument utilisé au [39, théorème 6.1]. On peut remplacer à nouveau la régu-
larité par la régularité pour les séries pour obtenir un résultat semblable pour les méthodes
régulières pour les séries.
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Deuxième partie

Résultats de sommabilité pour les
espaces de Dirichlet pondérés
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Chapitre 4

Espace de Dirichlet à poids
surharmoniques

Nous nous tournons maintenant vers certains espaces de Banach de fonctions holomorphes
sur le disque unité : les espaces de Dirichlet à poids surharmoniques.

Dans ce chapitre, la lettre D désigne le disque unité ouvert {z ∈ C : |z| < 1} et sa fermeture
est D. Sa frontière, le cercle unité, est notée T := ∂D. L’expression dθ désigne simplement la
mesure de Lebesgue de dimension un. L’espace Lp(T) (0 < p < ∞) est l’espace des fonctions
f : T→ C telles que | f |p est intégrable. La mesure de Lebesgue en deux dimensions est notée
dA(z). L’espace L1(D) est l’ensemble des fonctions intégrables sur D selon la mesure dA.

Soit 1 ≤ p < ∞ un nombre réel. L’espace de Hardy Hp est l’ensemble des fonctions f ∈ Hol(D)

telles que limr→1− Mp(r; f ) < ∞ où

Mp(r; f ) :=
1

2π

∫ 2π

0
| f (reiθ)|p dθ.

L’application ‖ · ‖Hp : Hp → [0, ∞) définie par ‖ f ‖Hp := limr→1− Mp(r; f ) est une norme
sur Hp. D’ailleurs, pour p ∈ [1, ∞), nous avons que si fn → f dans Hp, alors fn → f
uniformément sur les sous-ensembles compacts de D. Par conséquent, les espaces Hp sont
des espaces de Banach de fonctions holomorphes. Pour le cas p = ∞, l’espace de Hardy H∞

est l’ensemble des fonctions f ∈ Hol(D) telles que sup0<r<1 M∞(r; f ) < ∞ où M∞(r; f ) :=
supζ∈T | f (rζ)|. Dans ce cas, (H∞, ‖ · ‖H∞) est l’espace des fonctions analytiques bornées sur
D et il constitue un espace de Banach.

Chaque fonction f ∈ Hp possède des limites radiales presque partout, c’est-à-dire que
f ∗(ζ) := limr→1− f (rζ) existe pour presque tout ζ ∈ T. La fonction f ∗ est aussi notée f
et nous avons que f ∈ Lp(T). On peut trouver la preuve de ces faits par exemple dans le
livre de Duren [14].
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4.1 Poids surharmoniques

Avant d’introduire les poids surharmoniques, nous passons en revue quelques notions clés
des fonctions surharmoniques.

Une fonction u : D → R est surharmonique si u est semi-continue inférieurement et satisfait
une inégalité de la moyenne locale. Plus précisément, une fonction u : D → R est surhar-
monique si

— pour chaque t ∈ R, l’ensemble {z ∈ D : u(z) > t} est ouvert dans D ;

— pour chaque z ∈ D, il existe ρ > 0 tel que

u(z) ≥ 1
2π

∫ 2π

0
u(z + reiθ) dθ (0 ≤ r < ρ).

Une fonction u : D→ R est sous-harmonique si −u est surharmonique.

D’après le [44, théorème 2.5.1] appliqué à la fonction −u, où u est superharmonique, nous
avons le résultat suivant.

Théorème 4.1. Soit u : D→ R une fonction surharmonique telle que u 6= ∞ identiquement. Alors
u est localement intégrable, c’est-à-dire que

∫
K |u| dA < ∞ pour chaque sous-ensemble compact

K ⊆ D.

Nous pouvons maintenant introduire ce qu’est un poids surharmonique.

Définition 4.2. Un poids superharmonique ω sur D est une fonction surharmonique telle que
ω(D) ⊆ [0, ∞).

Comme ω est une fonction surharmonique non-négative, la fonction −ω est une fonction
sous-harmonique négative. La fonction harmonique h ≡ 0 est un majorant harmonique de
−ω. Ainsi, d’après le [44, théorème 4.5.4], il existe un plus petit majorant harmonique h
(h ≤ 0) et une mesure de Radon µ définie sur D telle que

−ω(z) = h(z)−
∫

D
log
∣∣∣1− ζz

ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ) (z ∈ D).

Ainsi, ω s’écrit

ω(z) = −h(z) +
∫

D
log
∣∣∣1− ζz

ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ) (z ∈ D).

De plus, comme −h est une fonction harmonique non-négative, il existe une mesure non-
négative sur le cercle unité telle que −h se représente comme l’intégrale de Poisson de cette
mesure (voir, par exemple, [49, théorème 11.30]). Par conséquent, en réunissant le tout en
une seule mesure, il existe une mesure µ définie sur D non-négative telle que

ω(z) =
∫

T

1− |z|
|ζ − z| dµ(ζ) +

∫
T

log
∣∣∣1− ζz

ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ) (z ∈ D). (4.1)
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En particulier, lorsque ω est une fonction harmonique, le support de la mesure µ associée est
inclus dans T.

Exemple 4.3. Soit µ := δζ la mesure de Dirac, où ζ ∈ T. Pour E ⊆ D mesurable, cette mesure
est définie comme

δζ(E) :=

1 z ∈ E

0 z 6∈ E
.

L’expression du poids harmonique associé à la mesure µ est la fonction

ωζ(z) =
1− |z|2
|z− ζ|2 (z ∈ D).

La fonction ωζ est appelée un poids de Poisson. Ce nom provient du fait que la fonction
P(z, ζ) := ωζ(z) est le noyau de Poisson.

Exemple 4.4. Pour µ := δζ la mesure de Dirac en un point ζ ∈ D, l’expression du poids
harmonique associé à cette mesure est la fonction

ωζ(z) = log
∣∣∣1− ζz

ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 (z ∈ D).

Exemple 4.5. Pour µ := dA la mesure de Lebesgue de dimension 2 du disque unité, l’ex-
pression du poids harmonique associé à cette mesure est ω ≡ 1 sur D.

Théorème 4.6. Si ω est un poids superharmonique sur D, alors ω ∈ L1(D).

Démonstration. D’après le théorème 4.1, la fonction ω est localement intégrable sur D. De
plus, d’après le [44, théorème 2.6.8(a)], la fonction r 7→ (1/r2)

∫
|z|≤r w(z) dA(z) est une fonc-

tion décroissante de log r (0 < r < 1). En fixant 0 < r1 < 1, nous avons

1
r2

∫
|z|≤r

ω(z) dA(z) ≤ 1
r2

1

∫
|z|≤r1

ω(z) dA(z) (r1 < r < 1).

En laissant r → 1−, d’après le théorème de convergence monotone (voir [49, théorème 1.26]),
on obtient ∫

D
ω(z) dA(z) ≤ 1

r2
1

∫
|z|≤r1

ω(z) dA(z).

Conséquemment, la fonction ω appartient à L1(D).

4.2 Espaces de Dirichlet à poids surharmoniques

Nous commençons par les espaces de Dirichlet pondérés par un poids ω : D → [0, ∞) où
ω ∈ L1(D). Nous suivons la présentation de la §1.6 de l’ouvrage [17].
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Définition 4.7. Soit ω un poids sur D tel que ω ∈ L1(D). L’intégrale de Dirichlet pondérée est
définie par

Dω( f ) :=
1
π

∫
D
| f ′(z)|2ω(z) dA(z) ( f ∈ Dω).

L’espace de Dirichlet pondéré est l’ensemble

Dω := { f ∈ Hol(D) : Dω( f ) < ∞}.

Muni des opérations habituelles d’addition et de multiplication par un scalaire sur l’espace
des fonctions, l’ensemble Dω est un espace vectoriel complexe.

Exemple 4.8. Soit ω ≡ 1 sur D. L’espace de Dirichlet pondéré obtenu est l’espace de Dirichlet
noté D. L’ouvrage [17] y est consacré presque entièrement !

Exemple 4.9. Soit ω un poids harmonique sur D. D’après la propriété de la moyenne pour
les fonctions harmoniques, nous avons

πr2ω(0) =
∫
|z|≤r

ω(z) dA(z) (0 < r < 1).

Ceci implique que nous avons ω ∈ L1(D). L’espace de Dirichlet pondéré obtenu est appelé
un espace de Dirichlet à poids harmonique. Cette famille d’espaces a été introduite par Richter
[45] pour l’étude des isométries 2-cycliques.

Théorème 4.10. Soit ω : D → [0, ∞) une fonction intégrable sur D. Si lim inf|z|→1 w(z)/(1−
|z|) > 0, alors Dω ⊆ H2. Dans ce cas, l’espace Dω est un espace de Hilbert selon la norme ‖ · ‖Dω

associée à ω.

Démonstration. Voir la preuve du théorème 1.6.3 de la §1.6 de [17].

Nous nous intéressons plutôt à la généralisation des deux exemples précédents à des poids
surharmoniques. Cette famille d’espaces de Dirichlet à poids surharmonique a été introduite
par Aleman dans sa thèse [1].

Définition 4.11. Soit ω un poids surharmonique sur D. L’espace de Dirichlet à poids surharmo-
nique est l’ensemble Dω où ω est un poids surharmonique.

La définition de Dω a du sens puisque, d’après le théorème 4.6, un poids superharmonique
appartient toujours à L1(D). Voici un exemple d’espace qui est important.

Exemple 4.12. Soit ω le poids surharmonique associé à la mesure de Dirac δζ en un point
ζ ∈ D. L’espace Dω est simplement noté Dζ et il est appelé un espace de Dirichlet local.
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Comme à chaque poids surharmonique, il existe une mesure borélienne positive finie sur D

telle que

ω(z) =
∫

D
log
∣∣∣1− ζz

ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ) +

∫
T

1− |z|2
|ζ − z|2 dµ(ζ) (z ∈ D),

l’intégrale de Dirichlet pondérée d’une fonction f ∈ Hol(D) s’écrit aussi de la manière sui-
vante :

Dω( f ) =
∫

D

∫
D
| f ′(z)|2 log

∣∣∣1− ζz
ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ)dA(z) +

∫
D

∫
T
| f (z)|2 1− |z|2

|ζ − z|2 dµ(ζ)dA(z).

Théorème 4.13. Soit ω : D → [0, ∞) une fonction surharmonique telle que ω 6= 0. Alors, nous
avons Dω ⊆ H2.

Démonstration. Soit µ la mesure borélienne positive finie telle que

ω(z) =
∫

D
log
∣∣∣1− ζz

ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ) +

∫
T

1− |z|2
|ζ − z|2 dµ(ζ) (z ∈ D).

Comme ω 6= 0, nous avons aussi que µ 6= 0.

Pour reit où 0 ≤ r < 1 et 0 ≤ t < 2π, nous avons

ω(reit)/(1− r) ≥ 2
1− r

∫
D

log
∣∣∣1− ζreit

ζ − reit

∣∣∣ dµ(ζ) +
∫

T

1 + r
|ζ − reit|2 dµ(ζ)

≥ log((1− r)/(1 + r))
1− r

∫
D

dµ(ζ) +
1

1 + r

∫
T

dµ(ζ)

≥ min
{ log(1− r)/(1 + r)

1− r
,

1
1 + r

}
µ(D)

où la première inégalité provient du fait que 2/(1− |ζ|2) ≥ 2 (ζ ∈ D) et l’avant-dernière
inégalité provient du fait que |1− ζreit|/|ζ − reit| ≥ (1− r)/(1+ r) (ζ ∈ D). Par conséquent,
en prenant r → 1−, nous obtenons

lim inf
r→1−

ω(reit)/(1− r) ≥ lim inf
r→1−

1
1 + r

µ(D) = µ(D)/2 > 0.

D’après le théorème 4.10, nous déduisons que Dω ⊆ H2.

Ce dernier théorème nous permet de définir un produit scalaire et, conséquemment, une
norme sur Dω. On définit le produit scalaire 〈·, ·〉Dω

: Dω ×Dω → C par

〈 f , g〉Dω
:= 〈 f , g〉H2 +

1
π

∫
D

f ′(z)g′(z)ω(z) dA(z) ( f , g ∈ Dω).

Le couple (Dω , 〈·, ·〉Dω
) est alors un espace de Hilbert et le produit scalaire induit une norme

sur l’espace Dω dont l’expression est

‖ f ‖2
Dω

:= ‖ f ‖2
H2 +Dω( f ).
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Nous remarquons que le cas ω = 0 n’est pas couvert dans le résultat précédent. Il est logique,
en vertu du théorème 4.13, de poser Dω := H2 et ‖ · ‖Dω

:= ‖ · ‖H2 dans le cas où ω ≡ 0.

Nous avons en fait un peu plus que simplement une structure d’espace de Hilbert. Pour le
prochain résultat, on introduit la définition d’espace de Hilbert à noyau reproduisant 1 qui
sépare les points (voir, par exemple, [43, définition 1.1 et exercice 1.1]).

Définition 4.14. Soit E un ensemble non-vide etH un espace de Hilbert de fonctions f : E→
C. L’espaceH est un espace de Hilbert à noyau reproduisant si les conditions suivantes sont
satisfaites :

1. ∀z ∈ E, la fonctionnelle linéaire d’évaluation en z est continue ;

2. ∀z ∈ E, il existe f ∈ H telle que f (z) 6= 0.

Une propriété importante des RKHS est que la convergence en norme implique la conver-
gence ponctuelle. Ceci est une conséquence du fait que les fonctionnelles d’évaluation sont
continues et donc ce sont des fonctionnelles linéaires bornées. Ainsi, si une suite ( fn)n≥0 ⊂ H
converge vers f dans la norme deH, alors nous obtenons l’extimée suivante

| fn(z)− f (z)| ≤ Cz‖ fn − f ‖H

où Cz est la norme d’opérateur de la fonctionnelle d’évaluation en z ∈ E.

Théorème 4.15. Pour ω 6= 0, l’espace Dω est un espace de Hilbert à noyau reproduisant.

Démonstration. D’après la définition 4.14, nous devons montrer les deux conditions sui-
vantes sont respectées :

i) ∀z ∈ D, la fonctionnelle linéaire d’évaluation en z est continue ;

ii) ∀z ∈ D, il existe f ∈ Dω telle que f (z) 6= 0.

Pour le premier énoncé, fixons un point z ∈ D. Soit f ∈ Dω telle que f (z) = ∑n≥0 anzn. Dans
ce cas, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

| f (z)| ≤ ∑
n≥0
|an||z|n ≤

‖ f ‖H2√
1− |z|2

≤ ‖ f ‖Dω√
1− |z|2

.

Donc, la fonctionnelle linéaire d’évaluation f 7→ f (z) est continue.

Pour le deuxième énoncé, fixons à nouveau un point z ∈ D. Comme f ′ = 0 si f est une
fonction constante, l’espaceDw contient les fonctions constantes. Par conséquent, la fonction
f (z) = 1 pour tout z ∈ D suffit.

1. L’acronyme en anglais est RKHS pour reproducing kernel Hilbert space.
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Corollaire 4.16. Soit ω : D → (0, ∞) un poids surharmonique. Si ( fn)n≥0 ⊂ Dω est une suite
qui converge vers f dans la norme de Dω, alors la suite ( fn)n≥0 converge vers f uniformément sur
chaque sous-ensemble compact de D.

Démonstration. Soit ( fn)n≥0 ⊂ Dω une suite qui converge vers f dans la norme de Dω. Il
est suffisant de montrer que la suite ( fn) converge uniformément vers f sur chaque disque
fermé D(0, r) ⊂ D avec r > 0. Soit D(0, r) un disque fermé avec r > 0. D’après le résultat
précédent, pour chaque z ∈ D(0, r), nous avons

| fn(z)− f (z)| ≤ ‖ fn − f ‖Dω√
1− |z|2

≤ ‖ fn − f ‖Dω

1− r2 .

Ainsi, supz∈D(0,r) | fn(z)− f (z)| ≤ C(r)‖ fn − f ‖Dω
où C(r) := (1− r2)−1/2. Ceci démontre

que la suite ( fn)n≥0 converge uniformément vers f sur D(0, r).

D’après le résultat précédent, chaque fonctionnelle dévaluation est continue. Ainsi, d’après
le théorème de représentation de Riesz, il existe un unique élément kDω

z ∈ Dω, appelé le
noyau reproduisant, tel que 〈

f , kDω
z

〉
Dω

= f (z) ( f ∈ Dω).

En général, il est difficile de donner une formule pour les noyaux reproduisants. Pour des
cas particuliers, il est possible de le faire.

— Lorsque ω ≡ 1, l’espace Dω est simplement l’espace de Dirichlet classique D. Dans ce
cas précis, il est possible de caractériser les noyaux reproduisants (voir le [17, théorème
1.2.3]) :

kDw (z) =
1

zω
log
(

1
1− zw

)
(z ∈ D, w ∈ D\{0})

et kD0 ≡ 1.

— D’après les résultats des articles [11] et [16], l’espace Dζ (ζ ∈ D) est égal à un espace
de de Branges-Rovnyak 2 H(b) (où b ∈ H∞ et ‖b‖∞ ≤ 1) avec égalité des normes. Il
est bien connu qu’un espace de de Branges-Rovnyak est un espace de Hilbert à noyau
reproduisant dont les noyaux sont donnés par

kH(b)
w (z) :=

1− b(w)b(z)
1− wz

.

Ainsi, comme ‖g‖H(b) = ‖g‖Dζ
pour chaque g ∈ Dζ = H(b), en utilisant l’identité de

polarisation, nous obtenons l’identité suivante

〈 f , kH(b)
w 〉H(b) = 〈 f , kH(b)

w 〉Dζ
(w ∈ D, f ∈ Dζ).

2. La définition précise de ces espaces est présentée au prochain chapitre.
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Nous en déduisons, par unicité du théorème de représentation de Riesz, que kH(b)
w =

kDζ
w .

Les espaces de Dirichlet locaux Dζ pour ζ ∈ D jouent un rôle particulier dans la théorie des
espaces de Dirichlet à poids surharmonique comme le démontre le résultat suivant.

Théorème 4.17. Pour chaque fonction ω : D→ [0, ∞) surharmonique, nous avons

Dω( f ) =
∫

D
Dζ( f ) dµ(ζ) ( f ∈ Hol(D)).

Démonstration. Soit µ une mesure borélienne positive finie sur D et soit ω la fonction sur-
harmonique donnée par la relation (4.1). Soit f ∈ Hol(D). L’expression de l’intégrale de
Dirichlet de f en termes de la mesure µ est

Dω( f ) =
1
π

∫
D
| f ′(z)|2

( ∫
D

log
∣∣∣ 1
ζ − z

∣∣∣ 2
1− |ζ|2 dµ(ζ) +

∫
T

1− |z|2
|ζ − z|2 dµ(ζ)

)
dA(z)

=
∫

D

∫
D
| f ′(z)|2hz(ζ) dµ(ζ)dA(z)

où hz est la fonction définie dans la preuve du théorème 4.13. Comme la fonction (z, ζ) 7→
| f ′(z)|2hz(ζ) est non-négative sur D×D, une application du théorème de Fubini (voir [49,
théorème 8.8]) permet d’obtenir

Dω( f ) =
∫

D

( 1
π

∫
D
| f ′(z)|2hz(ζ) dA(z)

)
dµ(ζ) =

∫
D
Dζ( f ) dµ(ζ).

Une autre formule pour les espaces de Dirichlet locaux est très utile. Ce résultat se retrouve
au [1, chapitre IV, §1].

Théorème 4.18. Soit ζ ∈ D. Alors f ∈ Dζ si, et seulement si, il existe une fonction g ∈ H2 et une
constante a ∈ C telle que f (z) = a + (z− ζ)g(z). Dans ce cas, nous avons Dζ( f ) = ‖g‖2

H2 .

Enfin, comme la fonction ω est intégrable sur D, il s’en suit que l’ensemble des polynômes
est inclus dans Dω. Une question naturelle se pose : est-ce que l’ensemble des polynômes
est dense dans l’espace Dω ? Ce fait a été démontré par Aleman [1] en utilisant un type de
théorème d’espace errant (sic) 3, autrement dit, en utilisant de la haute technologie. Nous
présentons toutefois une preuve plus élémentaire de ce résultat au prochain chapitre à l’aide
de la théorie des multiplicateurs d’Hadamard.

3. En anglais, il s’agit d’un Wandering subspace theorem
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Chapitre 5

Sommabilité du développement de
Taylor par les méthodes de Cesàro

Comme l’ensemble des polynômes appartient à chaque espace de Dirichlet à poids super-
harmonique, les sommes partielles sn( f ) du développement de Taylor d’une fonction f ∈
Dω appartient à Dω pour chaque n ≥ 0. Une question naturelle se pose : pour une fonction
f ∈ Dω, est-ce que son développement de Taylor est sommable vers f dans la norme deDω ?
Nous verrons dans ce chapitre que la réponse est non.

Est-il possible d’appliquer une méthode de sommabilité à la série de Taylor d’une fonc-
tion f ∈ Dω pour la rendre convergente vers f ? Mashreghi et Ransford ont donné une
réponse positive à cette question en montrant que les moyennes de Cesàro de la série de
Taylor convergent vers la fonction f . Par le fait même, leur preuve ne fait pas intervenir la
densité des polynômes dans Dω et fournit une nouvelle preuve (constructive) de la densité
de l’ensemble des polynômes dans Dω (ω un poids surharmonique).

Leur approche consiste à caractériser les séries formelles h(z) = ∑n≥0 cnzn qui sont des mul-
tiplicateurs d’Hadamard pour toute la famille des espaces de Dirichlet à poids surharmo-
nique et à obtenir des estimés sur leur intégrale de Dirichlet pondérée.

Dans ce chapitre, l’objectif est de généraliser leur résultat à la sommabilité du développe-
ment de Taylor pour les méthodes de Cesàro d’ordre α > 0. Pour ce faire, nous allons pré-
senter la caractérisation des multiplicateurs d’Hadamard pourDω obtenue par Mashreghi et
Ransford. À l’aide de nouveaux estimés sur la norme de certains opérateurs linéaires bornés
sur `2, nous allons démontrer les deux résultats suivants.

Théorème 5.1. Si ω est un poids super-harmonique sur D, si f ∈ Dω et si α > 1/2, alors σα
n ( f )→

f dans Dω.

Théorème 5.2. Soit ω1 le poids harmonique sur D défini par ω1(z) := (1− |z|2)/|1− z|2. Alors,
il existe une fonction f ∈ D1 telle que σ1/2

n ( f ) 6→ f dans D1.
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Dans les énoncés, σα
n ( f ) sont les moyennes de Cesàro de sn( f ) définies par

σα
n ( f )(z) :=

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα
n−kakzk (z ∈ D)

où Aα
n−k = (n−k+α

α ), un coefficient binomial.

5.1 Théorie des multiplicateurs d’Hadamard

Nous présentons brièvement cette théorie développée dans [41].

Définition 5.3. Soient h(z) := ∑n≥0 cnzn et f (z) := ∑n≥0 anzn deux séries de puissances
formelles. Le produit d’Hadamard de h et f , noté h ∗ f , est la série de puissances formelles
définie par l’expression

(h ∗ f )(z) := ∑
n≥0

cnanzn.

Voici quelques propriétés utiles du produit d’Hadamard :

— Si h ou f sont des polynômes, alors h ∗ f est aussi un polynôme.

— Si h, f ∈ Hol(D), alors h ∗ f ∈ Hol(D).

Définition 5.4. Soit ω : D→ [0, ∞) une fonction super-harmonique. Une série de puissances
formelle h(z) = ∑n≥0 cnzn est un multiplicateur d’Hadamard pour l’espace Dω si

h ∗ f ∈ Dω , ∀ f ∈ Dω.

Tout polynôme est un multiplicateur d’Hadamard pour Dω puisque l’ensemble des poly-
nômes est contenu dans Dω et p ∗ f est un polynôme pour toute fonction f ∈ Dω.

Pour un multiplicateur d’Hadamard h d’un espace Dω, l’opérateur de multiplication Mh :
Dω → Dω est défini par l’expression

Mh( f ) := h ∗ f ( f ∈ Dω).

Une conséquence du théorème du graphe fermé est le résultat suivant.

Théorème 5.5. Soit ω un poids surharmonique sur D. Si h est un multiplicateur d’Hadamard de
Dω, alors l’opérateur Mh est un opérateur linéaire borné sur Dω.

Démonstration. Soit h un multiplicateur d’Hadamard de Dω. L’opérateur Mh est clairement
linéaire. Posons les fonctions f (z) := ∑k≥0 akzk, fn(z) := ∑k≥0 ak,nzk, g(z) := ∑k≥0 bkzk et
h(z) := ∑n≥0 ckzk. Ainsi, h ∗ fn = ∑k≥0 ckan,kzk et h ∗ f = ∑k≥0 ckakzk. Supposons que fn →
f et Mh( fn) → g dans la norme de Dω. On souhaite montrer que g = h ∗ f . Par unicité
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du développement de Taylor d’une fonction dans Hol(D), il suffit de démontrer que les
coefficients de Taylor de g coïncident avec ceux de h ∗ f .

L’espace Dω est un espace de Hilbert à noyau reproduisant et d’après le corollaire 4.16,
la convergence dans la norme de Dω implique la convergence uniforme sur chaque sous-
ensemble compact de D. Par conséquent, fn → f et h ∗ fn → g uniformément sur chaque
sous-ensemble compact de D. D’après la formule de Cauchy pour les dérivées et r ∈ (0, 1)
fixé, nous avons

an,k − ak =
1

2πi

∫
rT

fn(ζ)− f (ζ)
ζk+1 dζ (k ≥ 0)

où rT := {reit : t ∈ [0, 2π)}. Par la continuité uniforme sur le compact rT, on a

an,k → ak (n→ ∞) (k ≥ 0)

et donc ckan,k → ckak lorsque n→ ∞ (k ≥ 0). De même, on obtient ckan,k → bk lorsque n→ ∞
(k ≥ 0). Par conséquent, on obtient bk = ckak.

Le prochain résultat présente un lien entre les multiplicateurs d’Hadamard de l’espace de
Hardy H2 et les multiplicateurs d’Hadamard d’un espace de Dirichlet à poids surharmo-
nique.

Théorème 5.6. Soit ω un poids surharmonique sur D et soit h(z) = ∑n≥0 cnzn une série de puis-
sances formelle.

1. h est un multiplicateur d’Hadamard de H2 si, et seulement si, la suite (cn)n≥0 est bornée. Dans
ce cas, nous avons

‖Mh‖H2→H2 = sup
n≥0
|cn|.

2. Si h est un multiplicateur d’Hadamard de Dω, alors h est un multiplicateur d’Hadamard de
H2 et nous avons

sup
n≥1
|cn| ≤ ‖Mh‖Dω→Dω

.

Démonstration. Commençons par démontrer le premier point. Soit h un multiplicateur d’Ha-
damard de H2. Posons Mh : H2 → H2 par Mh( f ) := h ∗ f . D’après le théorème du graphe
fermé, Mh est un opérateur linéaire borné sur H2. En posant f (z) = zn, nous obtenons

‖Mh( f )‖H2 ≤ ‖Mh‖H2→H2‖ f ‖H2 = ‖Mh‖H2→H2 .

De plus, Mh( f )(z) = cnzn. Par conséquent, en prenant le suprémum sur n ≥ 0,

sup
n≥0
|cn| ≤ ‖Mh‖H2→H2 < ∞.
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Inversement, si supn≥0 |cn| < ∞ et si f (z) = ∑n≥0 anzn appartient à H2, alors

‖h ∗ f ‖2
H2 = ∑

n≥0
|cn|2|an|2 ≤ sup

n≥0
|cn|‖ f ‖2

H2 < ∞.

Ceci implique que h ∗ f ∈ H2.

On se penche maintenant sur la démonstration du deuxième point. Soit h un multiplicateur
d’Hadamard deDω. Ainsi, pour chaque f ∈ Dω, nous avons h ∗ f ∈ Dω. De plus, l’opérateur
linéaire de multiplication Mh : Dω → Dω est borné d’après le théorème 5.5. Posons f (z) :=
zn ∈ Dω. Ainsi,

‖Mh( f )‖Dω
≤ ‖Mh‖Dω→Dω

‖zn‖Dω
.

Comme Mh( f )(z) = cnzn, on obtient

sup
n≥0
|cn| ≤ ‖Mh‖Dω→Dω

.

D’après le premier point du théorème, h est un multiplicateur d’Hadamard de H2. Ceci ter-
mine la démonstration.

Lorsque Dω = D, il est possible de démontrer qu’une série formelle h est un multiplicateur
d’Hamadard si, et seulement si, supn≥0 |cn| < ∞. La preuve est exactement la même que
celle présentée pour démontrer la caractérisation des multiplicateurs d’Hadamard de H2.

Pour une suite de nombres complexes c := (cn)n≥0, on associe une matrice notée Tc de
dimensions infinies dont l’expression est

Tc :=



c1 c2 − c1 c3 − c2 c4 − c3 · · ·
0 c2 c3 − c2 c4 − c3 · · ·
0 0 c3 c4 − c3 · · ·
0 0 0 c4 · · ·
...

...
...

...
. . .


. (5.1)

La matrice Tc peut agir comme un opérateur linéaire borné sur `2 (l’espace des suites de
nombres complexes de carrés sommables), comme elle peut ne pas le faire. Dans le cas où
Tc ∈ B(`2, `2), alors on note sa norme d’opérateur par ‖Tc‖`2→`2 . De plus, lorsque la suite
(cn)n≥0 est donnée par une série de puissances formelle h(z) = ∑n≥0 cnzn, alors on écrit Th

plutôt que Tc.

Théorème 5.7 (Mashreghi–Ransford [41, théorème 1.1]). Soit h(z) = ∑n≥0 cnzn une série de
puissances formelles. Les énoncés suivants sont équivalents.

1. La fonction h est un multiplicateur d’Hadamard de Dω pour tout poids surharmonique ω.

2. La matrice Th est un opérateur linéaire borné sur `2.
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Dans ce cas, nous avons l’estimation suivante

Dω(h ∗ f ) ≤ ‖Th‖2
`2→`2Dω( f ) ( f ∈ Dω)

pour tout poids surharmonique ω. La constante ‖Th‖2
`2→`2 est optimale.

Démonstration. La preuve de ce théorème se retrouve à la [41, p. 52].

La constante ‖Th‖`2→`2 est la meilleure possible dans le sens suivant : pour ζ = 1, nous avons

‖Th‖2
`2→`2 = sup{D1(h ∗ f ) : f ∈ D1, f (0) = 0, D1( f ) = 1}. (5.2)

Ceci est établi dans la démonstration du théorème 1.1 de [41, p. 52].

Corollaire 5.8. Si h = ∑n≥0 cnzn est un multiplicateur d’Hadamard de Dω pour tout poids surhar-
monique ω, alors, pour tout poids surharmonique ω, on a

‖Mh‖Dω→Dω
≤ max

{
|c0|, ‖Th‖`2→`2

}
.

En particulier, si ω est le poids harmonique obtenu avec la mesure µ = δ1, alors

‖Mh‖D1→D1 = max
{
|c0|, ‖Th‖`2→`2

}
.

Démonstration. Supposons que h soit un multiplicateur d’Hadamard de Dω pour tous les
poids super- harmoniques ω. D’après le théorème 5.6 et le théorème 5.7, on obtient l’estimé
suivant

‖Mh‖Dω→Dω
≤ max{supn≥0|cn|, ‖Th‖`2→`2}.

Il est clair que ‖Th‖`2→`2 ≥ supn≥1 |cn| (il suffit d’appliquer Th au vecteur de la base cano-
nique de `2). Par conséquent, on obtient l’inégalité de l’énoncé.

Pour l’égalité, celle-ci provient de l’optimalité de la constante ‖Th‖`2→`2 telle que présentée
dans la relation (5.2).

Afin d’appliquer le dernier théorème, il est utile d’avoir des estimés de la norme d’opérateur
‖Tc‖`2→`2 .

Théorème 5.9. Soit c := (cn)n≥0 une suite de nombres complexes et Tc la matrice associée à la suite
c définie par (5.1).

1. Nous avons la paire d’estimés suivante :

‖Tc‖`2→`2 ≤ sup
k≥1
|ck|+ 2 sup

k≥2
k|ck − ck−1|,

‖Tc‖`2→`2 ≥ sup
k≥1

(
|ck|2 + (k− 1)|ck − ck−1|2

)1/2
.
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2. S’il existe un entier n ≥ 1 tel que ck = 0 pour tout k > n, alors

‖Tc‖2
`2→`2 ≤ (n + 1)

n

∑
k=1
|ck+1 − ck|2.

3. Pour toute paire d’entiers m, n avec 1 ≤ m ≤ n, nous avons

‖Tc‖2
`2→`2 ≥ m

n

∑
k=m
|ck+1 − ck|2.

4. Si ck → 0 lorsque k→ ∞, alors

‖Tc‖`2→`2 ≤
∞

∑
k=1

√
k(k + 1)|ck+2 − 2ck+1 + ck|.

Démonstration. Les points 1, 2 et 4 proviennent du [41, théorème 1.2]. Nous allons démontrer
le point 3. Nous remarquons que la norme de Tc est bornée inférieurement par la norme de
n’importe quelle sous-matrice. En particulier, la norme de Tc est bornée inférieurement par
celle de la sous-matrice de dimension m× (n−m + 1) suivante :

A :=


cm+1 − cm · · · cn+1 − cn

...
. . .

...
cm+1 − cm · · · cn+1 − cn

 .

Maintenant la matrice AA∗ est une matrice m × m telles que toutes ses entrées sont les
mêmes, précisément ∑n

k=m |ck+1 − ck|2. Ainsi, il s’en suit que

‖Tc‖2
`2→`2 ≥ ‖A‖2

`2→`2 = ‖AA∗‖`2→`2 = m
n

∑
k=m
|ck+1 − ck|2.

5.2 Sommabilité par la méthode de Cesàro

Les résultats précédents permettent d’obtenir des estimations sur les moyennes de Cesàro
suffisantes pour démontrer la densité de l’ensemble des polynômes dansDω. Ils déterminent
aussi des estimations pour les sommes partielles sn( f ) et les moyennes d’Abel des sn( f ).
Rappelons que, pour une fonction f (z) = ∑k≥0 akzk, les sommes partielles, les moyennes de
Cesàro et les moyennes d’Abel sont définies par les expressions suivantes :

sn( f )(z) :=
n

∑
k=0

akzk, σn( f )(z) :=
1

n + 1

n

∑
k=0

sk( f )(z) =
n

∑
k=0

(
1− k

n + 1

)
akzk

et
Ar( f )(z) := (1− r) ∑

k≥0
sk( f )(z)rk = ∑

k≥0
akrkzk.

Théorème 5.10. Si ω est un poids surharmonique sur D, alors on a
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1. Dω(sn( f )) ≤ (n + 1)Dω( f ) pour toute f ∈ Dω.

2. Dω(σn( f )) ≤ n
n+1Dω( f ) pour toute f ∈ Dω.

3. Dω(Ar( f )) ≤ r2(2− r)Dω( f ) pour toute f ∈ Dω.

De plus, pour les points 1 et 2, il existe un poids surharmonique tel que les constantes sont les
meilleures possibles.

Démonstration. L’astuce est d’identifier chaque expression sn( f ), σn( f ) et Ar( f ) comme un
opérateur de multiplication d’Hadamard de la forme hn ∗ f afin d’utiliser le théorème 5.7 et
les estimés du théorème 5.9.

Pour le premier point, on remarque que sn( f ) = hn ∗ f où hn(z) := ∑n
k=0 zk. Par conséquent,

avec ck = 1 pour k ≤ n et ck = 0 pour k > n, d’après le théorème 5.9, on a ‖Thn‖`2→`2 ≤
(n + 1) et donc, par le théorème 5.7,

Dω(sn( f )) = Dω(hn ∗ f ) ≤ ‖Thn‖`2→`2Dω( f ) ≤ (n + 1)Dω( f ) ( f ∈ Dω).

Considérons ω(z) = 1−|z|2
|1−z|2 le poids harmonique obtenu avec la mesure µ = δ1 et considérons

la fonction

f (z) := nzn+1 − (n + 1)zn + 1 = (z− 1)(nzn − zn−1 − zn−2 − · · · − 1) (z ∈ D).

Dans ce cas, nous avons

sn( f )(z) = −(n + 1)zn + 1 = −n− (n + 1)(z− 1)(zn−1 + · · ·+ z + 1) (z ∈ D).

Ainsi, d’après le théorème 4.18, nous avons

D1( f ) = ‖nzn − zn−1 − · · · − 1‖2
H2 = n(n + 1)

et

D1(sn( f )) = ‖(n + 1)(zn−1 + · · ·+ z + 1)‖2
H2 = (n + 1)2n = (n + 1)D1( f ).

Pour le deuxième point, on remarque que σn( f ) = hn ∗ f avec

hn(z) :=
n

∑
k=0

(1− k/(n + 1))zk.

Par conséquent, avec ck = 1− k/(n+ 1) pour k ≤ n et ck = 0 pour k > n, d’après le théorème
5.9, on a

‖Thn‖2
`2→`2 ≤ (n + 1)

n−1

∑
k=1

∣∣∣ k− k− 1
n + 1

∣∣∣2 + 1
n + 1

=
n

n + 1
.
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Par conséquent, d’après le théorème 5.7, on obtient

Dω(σn( f )) = Dω(hn ∗ f ) ≤ ‖Thn‖2
`2→`2Dω( f ) ≤ n

n + 1
Dω( f ) ( f ∈ Dω).

À nouveau, considérons ω(z) = 1−|z|2
|1−z|2 le poids harmonique obtenu avec la mesure µ = δ1 et

considérons la fonction

f (z) := zn+1 − (n + 1)z + n = (z− 1)(zn + zn−1 + · · ·+ z− n) (z ∈ D).

Dans ce cas, nous avons

σn( f )(z) = n− nz = −n(z− 1) (z ∈ D).

Ainsi, d’après le théorème 4.18, nous avons

D1( f ) = ‖zn + zn−1 + · · ·+ z− n‖2
H2 = n(n + 1)

et

D1(σn( f )) = n2 =
n

n + 1
D1( f ).

Pour le troisième point, il s’agit du [41, corollaire 1.5].

Enfin, grâce aux estimés sur Dω(σn( f )), Mashreghi et Ransford ont obtenu une preuve
constructive que les polynômes sont denses dans Dω.

Théorème 5.11. Si ω est un poids surharmonique et si f ∈ Dω, alors

‖σn( f )− f ‖Dω
→ 0 (n→ ∞).

En particulier, l’ensemble des polynômes est dense dans Dω pour tout poids surharmonique ω.

Démonstration. Il s’agit du théorème 1.6(i) de [41].

Cependant, il est bien connu qu’en général sn( f ) 6→ f (n → ∞) dans la norme de Dω
1. En

effet, pour le poids harmonique ω(z) = 1−|z|2
|1−z|2 obtenu avec la mesure µ = δ1, considérons

l’opérateur sn : D1 → D1 induit par les sommes partielles sn( f ), c’est-à-dire f 7→ sn( f ) pour
f ∈ D1. Considérons la fonction f (z) = zn − zn+1 = −zn(z− 1). Ainsi, d’après le théorème
4.18, nous avons ‖ f ‖2

D1
= 3 et

‖sn( f )‖2
D1

‖ f ‖2
D1

=
‖zn‖2

D1

3
=

n + 1
3

.

Par conséquent, ‖sn‖2
D1
≥ n+1

3 . Par le théorème de Banach-Steinhaus, il existe une fonction
f ∈ D1 telle que supn≥0 ‖sn( f )‖D1 = ∞. En particulier, sn( f ) 6→ f dans la norme de D1.
Pouvons-nous déterminer une alternative entre la méthode de Cesàro d’ordre 1 et la mé-
thode des sommes partielles?

1. La démarche présentée provient de [17, Exercice 1, §7.3]
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5.3 Sommabilité par les méthodes de Cesàro

La réponse à la précédente question est oui : il s’agit des théorèmes principaux de cette
section. Pour une fonction f (z) = ∑n≥0 anzn, on applique les méthodes de Cesàro Cα d’ordre
α > 0 à la suite des sommes partielles sn( f ) et on pose

σα
n ( f )(z) :=

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα−1
n−ksn( f )(z) (z ∈ D).

Les termes σα
n ( f ) sont appelés les moyennes de Cesàro d’ordre α de la série de Taylor de f .

Comme nous l’avons vu au chapitre 2, la méthode de Cesàro appliquée à la suite des sommes
partielles sn( f ) se réécrit comme

σα
n ( f )(z) =

1
Aα

n

n

∑
k=0

Aα
n−kakzk.

Pour démontrer le théorème 5.1 et le théorème 5.2, nous avons besoin d’un premier lemme.

Lemme 5.12. Soit ω un poids surharmonique et 0 < α < β. Si la suite des sommes partielles
sn( f ) est Cα-convergente vers f pour toute f ∈ Dω, alors elle est Cβ-convergente vers f pour toute
f ∈ Dω.

Démonstration. L’espace de Dirichlet à poids surharmoniqueDω est un RKHS. En particulier,
il est un espace de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité. De plus, l’ensemble
des polynômes est dense dans Dω.

Enfin, d’après le théorème 2.4, les méthodes de Cesàro Cα et Cβ sont régulières. D’après le
théorème 2.5, la méthode Cα est scalaire-incluse dans la méthode de Cesàro Cβ. Par consé-
quent, d’après le corollaire 3.6, nous obtenons le résultat.

D’après ce dernier lemme et d’après le théorème 5.11, il suffit de se concentrer sur les valeurs
de α ∈ (0, 1) dans les démonstrations du théorème 5.1 et le théorème 5.2.

Pour ces indices α, d’après le théorème 2.8, la méthode de Riesz arithmétique discrète est
scalaire-équivalente à la méthode de Cesàro. Comme les coefficients de la méthode arithmé-
tique discrète de Riesz sont plus simples à traiter que ceux de la méthode de Cesàro, nous
utilisons plutôt la méthode de Riesz. Ce changement de perspective est motivé par le lemme
suivant. Pour f ∈ Dω, on pose

ρα
n( f )(z) :=

n

∑
k=0

(
1− k

n + 1

)α
akzk (z ∈ D).

On définit l’opérateur linéaire ρα
n : Dω → Dω par f 7→ ρα

n( f ). Il s’agit d’un opérateur linéaire
borné de rang fini.

56



Lemme 5.13. Soit α ∈ (0, 1) et soit ω un poids surharmonique sur D. La série de Taylor de toute
fonction f ∈ Dω est Cα-sommable vers f si, et seulement si, la série de Taylor de toute fonction
f ∈ Dω est Rα-sommable vers f .

Démonstration. Les polynômes sont denses dans Dω et Dω est un RKHS. Aussi, d’après le
théorème 2.8, la méthode Cα est scalaire-équivalente à la méthode Rα. Donc, on peut appli-
quer le corollaire 3.6 pour la partie « si » et la partie « seulement si ».

Nous sommes maintenant prêt à démontrer le théorème 5.1. Pour le bénéfice du lecteur, nous
rappelons l’énoncé du théorème à démontrer.

Si ω est un poids super-harmonique sur D, si f ∈ Dω et si α > 1/2, alors
σα

n ( f )→ f dans Dω.

Preuve du théorème 5.1. D’après le lemme 5.12, on peut se restreindre aux valeurs de α ∈
(1/2, 1). Soit α ∈ (1/2, 1). D’après le lemme 5.13, il suffit de démontrer le résultat pour la
méthode de Riesz arithmétique discrète. Comme l’ensemble des polynômes est dense dans
Dω et ρα

n(p) → p lorsque n → ∞ pour tout polynôme p, le résultat suivra si on réussit à
démontrer que la famille d’opérateurs linéaires bornés

{ρα
n : Dω → Dω : n ≥ 0}

est uniformément bornée indépendamment de n.

Pour réaliser cette tâche, on identifie chaque ρα
n à un multiplicateur d’Hadamard de Dω de

la façon suivante :

ρα
n( f )(z) = (hn ∗ f )(z)

où hn(z) := ∑n
k=0(1− k/(n + 1))αzk. Bien entendu, nous avons que

‖ρα
n‖Dω→Dω

= ‖Mhn‖Dω→Dω
.

Comme le premier coefficient de hn est 1, d’après le corollaire 5.8, nous avons

‖Mhn‖Dω→Dω
≤ max{1, ‖Thn‖`2→`2}.
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Nous allons maintenant estimer ‖Thn‖`2→`2 à l’aide de l’énoncé 2 du théorème 5.9. Nous
avons

‖Thn‖2
`2→`2 ≤ (n + 1)

n

∑
k=1

∣∣∣(1− k + 1
n + 1

)α
−
(

1− k
n + 1

)α∣∣∣2
=

1
(n + 1)2α−1

n

∑
k=1

(
(n + 1− k)α − (n− k)α

)2

=
1

(n + 1)2α−1

n

∑
k=1

(∫ n+1−k

n−k
αtα−1 dt

)2

≤ 1
(n + 1)2α−1

n

∑
k=1

∫ n+1−k

n−k
α2t2α−2 dt

=
1

(n + 1)2α−1

∫ n

0
α2t2α−2 dt

≤ α2

2α− 1
.

Par conséquent, comme α2/(2α− 1) ≥ 1 lorsque α > 1/2, nous obtenons

‖Mhn‖Dω→Dω
≤ α√

2α− 1
.

Donc, la famille d’opérateurs Mhn est uniformément bornée.

Avant de passer à la preuve du théorème 5.2, on rappelle son énoncé :

Soit ω1 le poids harmonique sur D défini par ω1(z) := (1− |z|2)/|1− z|2. Alors,
il existe une fonction f ∈ D1 telle que σ1/2

n ( f ) 6→ f dans D1.

Preuve du théorème 5.2. Soit ω le poids harmonique obtenu en posant µ = δ1. D’après le
lemme 5.13, il suffit de trouver une fonction f ∈ D1 telle que ρ1/2

n ( f ) 6→ f . Pour détermi-
ner l’existence de cette fonction f , on montre que la famille des opérateurs linéaires bornés
satisfait

sup
n≥0
{‖ρ1/2

n ( f )‖D1→D1 : n ≥ 0} = ∞. (5.3)

Si cela est vérifié, alors, par le théorème de Banach-Steinhaus, il existe une fonction f ∈ D1

telle que

sup
n≥0
‖ρ1/2

n ‖D1 = ∞

et en particulier ρ1/2
n ( f ) 6→ f lorsque n→ ∞.

Montrons que (5.3) est vérifiée. À nouveau, pour réaliser cette tâche, on identifie ρ1/2
n à un

multiplicateur d’Hadamard Mhn où hn(z) := ∑n
k=0(1− k/(n + 1))1/2zk. Comme le premier

coefficient de hn est 1 et d’après le corollaire 5.8, nous avons

‖Mhn‖D1→D1 = max{1, ‖Thn‖`2→`2}.
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On estime maintenant la valeur de ‖Thn‖2
`2→`2 à l’aide de l’énoncé 3 du théorème 5.9. Nous

avons, pour chaque entier 1 ≤ m ≤ n,

‖Thn‖`2→`2 ≥ m
n

∑
k=m

∣∣∣(1− k + 1
n + 1

)1/2
−
(

1− k
n + 1

)1/2∣∣∣2
=

m
n + 1

n

∑
k=m

(
(n + 1− k)1/2 − (n− k)1/2

)2

=
m

n + 1

n

∑
k=m

( 1
(n + 1− k)1/2 + (n− k)1/2

)2

≥ m
4(n + 1)

n

∑
k=m

1
n + 1− k

≥ m
4(n + 1)

log(n + 2−m).

En particulier, pour m = d(n + 1)/2e la partie entière supérieure 2 de (n + 1)/2, on obtient

‖Thn‖2
`2→`2 ≥

1
8

log
(n + 1

2

)
.

Par conséquent, on obtient ‖Mhn‖2
D1→D1

≥ 1
8 log((n + 1)/2) qui tend vers l’infini lorsque n

tend vers l’infini. Ceci termine la démonstration.

Le résultat du théorème 5.2 est toujours valide lorsque α ∈ (0, 1/2) puisque la méthode
arithmétique discrète de Riesz d’ordre α est incluse dans la méthode discrète arithmétique
de Riesz d’ordre 1/2. Il est toutefois possible d’estimer la norme de l’opérateur ρα

n pour α ∈
(0, 1/2) directement. On rappelle que, d’après l’optimalité décrite en remarque du théorème
5.7, nous avons

‖Thn‖2
`2→`2 = sup{D1(hn ∗ f ) : f ∈ D1, f (0) = 0, D( f ) = 1}.

Posons f (z) := zn+1 − zn pour n ≥ 1 et considérons la même fonction hn utilisée dans la
preuve du théorème précédent telle que

Mhn( f ) = hn ∗ f = ρα
n( f ).

On vérifie que f (0) = 0 et

f (z) = (z− 1)zn

D’après le théorème 4.18, la valeur deD1( f ) est 1. Puis, nous avons ρα
n( f )(z) = −zn/(n+ 1)α

et on vérifie aussi que

ρα
n( f )(z) = −(z− 1)(zn−1 + zn−2 + · · ·+ z + 1)/(n + 1)α − 1/(n + 1)α.

2. Appelée « ceil function » en anglais désignant fonction plafond.
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Une application du théorème 4.18 fournit

D1(Mhn( f )) =
n

(n + 1)2α
.

Ainsi, on obtient

‖Thn‖2
`2→`2 ≥

n
(n + 1)2α

.

D’après le corollaire 5.8, nous avons

‖Mhn‖2
D1→D1

= max{1, ‖Thn‖2
`2→`2} ≥

n
(n + 1)2α

→ ∞ (n→ ∞)

puisque α < 1/2. Donc, d’après le théorème de Banach-Steinhaus, il existe une fonction
f ∈ D1 telle que supn≥0 ‖ρα

n( f )‖D1 = ∞.
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Troisième partie

Résultats de sommabilité pour les
espaces de de Branges–Rovnyak
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Chapitre 6

Espaces de de Branges–Rovnyak

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces de de Branges-Rovnyak et les outils principaux
qui sont utilisés dans les deux prochains chapitres. Nous nous concentrons sur le cas non-
extrême puisque l’ensemble des polynômes et l’ensemble des fonctions holomorphes dans
un voisinage de D sont contenus dans l’espace.

Si T : X → Y est un opérateur linéaire borné, son adjoint est noté T∗. On note que T∗ :
Y∗ → X∗. Si X est un espace de Hilbert et W est un sous-espace vectoriel fermé de X, alors
on désigne par PW la projection orthogonale de X sur W.

On note L∞(T) l’espace des fonctions essentiellement bornées (selon la mesure de Lebesgue)
sur T. La norme sur L∞(T) est le suprémum essentiel sur T et est notée par ‖ · ‖∞.

Le noyau reproduisant de H2 est noté kz et son expression est kz(w) := 1/(1− zw) (w ∈ D).
Une fonction f : D→ C est extérieure s’il existe une fonction mesurable ϕ : T→ [0, ∞) telle
que log ϕ ∈ L1(T) et

f (z) = λ exp
( ∫ 2π

0

eiθ + z
eiθ − z

log ϕ(eiθ)
dθ

2π

)
(z ∈ D)

où |λ| = 1. Une fonction f : D → C est intérieure si f ∈ H∞ avec ‖ f ‖∞ ≤ 1 et | f | = 1 p.p.
sur T.

6.1 Opérateurs de Toeplitz

Nous commençons par introduire quelques notions reliées aux opérateurs de Toeplitz (le
même mathématicien qui figure dans le théorème de Silverman-Toeplitz). Nous rapportons
quelques résultats importants de l’article de Brown et Halmos [9] sur ces opérateurs.

L’opérateur P+ : L2(T)→ H2 est la projection de Riesz, c’est-à-dire la projection orthogonale
de L2(T) sur H2.
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Définition 6.1. Soit ϕ ∈ L∞(T). L’opérateur de Toeplitz de symbole ϕ est l’opérateur linéaire
Tϕ : H2 → H2 définie par

Tϕ( f ) := P+(ϕ f ) ( f ∈ H2).

Pour ϕ ∈ L∞(T), l’opérateur de Toeplitz est borné. En effet, pour f ∈ H2, nous avons que

‖Tϕ( f )‖H2 = ‖P+(ϕ f )‖H2 ≤ ‖P+‖L2(T)→H2‖ϕ f ‖L2(T) ≤ ‖ϕ‖∞‖ f ‖H2

et donc ‖Tϕ‖H2→H2 ≤ ‖ϕ‖∞. En fait, d’après un théorème de Brown-Halmos, nous avons
une égalité.

Théorème 6.2. Si ϕ ∈ L∞(D), alors ‖Tϕ‖H2→H2 = ‖ϕ‖∞.

Démonstration. Il s’agit d’une remarque à la suite du [9, théorème 5].

Voici quelques propriétés algébriques des opérateurs de Toeplitz.

Théorème 6.3. Soit ϕ, ψ ∈ L∞(T).

1. T∗ϕ = Tϕ.

2. Si ϕ ∈ H∞ ou ψ ∈ H∞, alors TψTϕ = Tψϕ.

Démonstration. Les preuves de ces propriétés sont simples à établir.

Pour certains types de fonctions ϕ, on obtient certaines classes d’opérateurs de Toeplitz. Le
résultat suivant présente quelques-unes des possibilités. On dit qu’une fonction ϕ apparte-
nant à L∞(T) est analytique si ϕ̂(−n) = 0 pour tout n > 0.

Théorème 6.4. Soit ϕ ∈ L∞(T).

1. Tϕ est une isométrie si, et seulement si, ϕ est analytique et |ϕ| = 1 p.p. sur T.

2. Tϕ est unitaire si, et seulement si, ϕ = λ p.p. sur T où |λ| = 1.

3. Tϕ est une contraction si, et seulement si, ‖ϕ‖∞ ≤ 1.

Enfin, la fonction kz est un vecteur propre de l’opérateur Tϕ.

Théorème 6.5. Soit z ∈ D et ϕ ∈ L∞(T). Alors Tϕkz = ϕ(z)kz.

Démonstration. Pour chaque f ∈ H2, nous avons〈
f , Tϕkz

〉
2 = 〈 f , P+(ϕkz)〉2 = 〈 f , ϕkz〉2 = ϕ(z) f (z) =

〈
f , ϕ(z)kz

〉
2

.
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6.2 Images d’opérateurs et espaces de Hilbert

Soient (H, 〈·, ·〉H) et (H1, 〈·, ·〉H1
) deux espaces de Hilbert. L’image d’un opérateur T ∈

B(H1,H) est notée Ran T et son noyau ker T. Nous notons aussi l’image de T par M(T)
lorsque celle-ci est munie de la structure d’espace de Hilbert que nous définissons mainte-
nant. Nous introduisons un produit scalaire 〈·, ·〉M(T) surM(T) par la formule suivante :

〈Tx, Ty〉M(T) :=
〈

P(ker T)⊥x, P(ker T)⊥y
〉
H1

pour x, y ∈ H1.

Il faut remarquer que si x ⊥ ker T ou y ⊥ ker T, alors nous avons

〈Tx, Ty〉M(T) =
〈

P(ker T)⊥x, P(ker T)⊥y
〉
H1

= 〈x, y〉H1

et la définition de ce nouveau produit scalaire a du sens aussi dans ce contexte.

La prochaine proposition fait intervenir les notions suivantes. On dit qu’un sous-espace de
Hilbert (M, 〈·, ·〉M) de l’espace de Hilbert H est inclusivement borné à l’intérieur de H si
l’injection i : M → H est bornée. Si c’est le cas, on noteM b H. Si l’injection i : M → H
est une contraction, alors on dit que M est inclusivement « contractible » dans H et on note
M ↪→ H. Enfin, si ‖i(x)‖H = ‖x‖M, alorsM est isométriquement inclus dans H. S’il s’avère
queM = H etM est isométrique àH, alors on note cela parM .

= H.

Théorème 6.6. Soit T : H1 → H et R : H2 → H deux opérateurs linéaires bornés.

1. (M(T), 〈·, ·〉M(T)) est un espace de Hilbert, M(T) b H et T∗ est une isomérie de M(T)
dansH1.

2. M(A) ↪→M(B) si et seulement si AA∗ ≤ BB∗.

3. M(A)
.
=M(B) si et seulement si AA∗ = BB∗. En particulier,M(A)

.
=M((AA∗)1/2).

4. M(A)
.
= M où M est un sous-espace fermé de H si et seulement si A est une isométrie

partielle deH1 dansH. Dans ce cas, nous avons queM(A)
.
=M(AA∗).

Démonstration. Les preuves de chaque point se trouvent au [50, chapitre I] et se retrouvent
de manière très détaillée dans le [22, chapitre 16]. Le deuxième point est appelé le critère de
Douglas.

Lorsque l’opérateur linéaire borné T est une contraction, c’est-à-dire ‖T‖H1→H ≤ 1, on peut
définir l’espace complémentaire à M(T). On introduit la notation suivante : DT := (IH −
TT∗)1/2 pour une contraction T ∈ B(H1,H).

Définition 6.7. Supposons que T ∈ B(H1,H) est une contraction. L’espace complémentaire de
M(T) est l’espaceH(T) :=M(DT).
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Muni du produit scalaire 〈·, ·〉H(T), l’espace (H(T), 〈·, ·〉H(T)) est un espace de Hilbert.

Il faut remarquer que H(T) ⊆ H. L’espace H(T∗) est défini de manière similaire à H(T)
en interchangeant les rôles de T et T∗. Dans ce cas, nous avons plutôt que H(T∗) ⊆ H1. La
prochaine proposition donne deux relations importantes entreH(T) etH(T∗).

Théorème 6.8. Soit T : H1 → H une contraction.

1. Si x ∈ H, alors x ∈ H(T) si et seulement si T∗x ∈ H(T∗). Dans ce cas, nous avons que

〈x, y〉H(T) = 〈x, y〉H + 〈T∗x, T∗y〉H(T∗) (x, y ∈ H(T)).

2. M(T) ∩H(T) = TH(T∗).

3. Si T est une isométrie partielle de H1 dans H, alors H(T) est le complément orthogonal de
M(T) dansH.

Démonstration. Le premier point est démontré à la [50, §I-8]. Le deuxième point est démontré
à la [50, §II-9]. Le dernier point est aussi démontré à la §II-9 de l’op. cit.. Des preuves très
détaillées sont présentées dans l’ouvrage [22] : voir le théorème 16.18, le lemme 16.20 et le
théorème 16.21 respectivement.

6.3 Définitions et propriétés de base

La boule unité de H∞ est notée BH∞ , c’est-à-dire

BH∞ := {b ∈ H∞ : ‖b‖H∞ ≤ 1} .

Pour 1 b ∈ BH∞ , l’opérateur de Toeplitz Tb est une contraction de H2 dans H2. L’opérateur
DTb = (I − TbTb)

1/2 est bien défini. L’espace de de Branges-Rovnyak est défini comme l’es-
pace complémentaire de Tb.

Définition 6.9. Soit b ∈ BH∞ . L’espace de de Branges-Rovnyak associé à b est l’espace de Hilbert
H(b) := H(DTb).

L’espace de de Branges-RovnyakH(b) est muni du produit scalaire 〈·, ·〉H(DTb )
introduit à la

section précédente et que l’on note pour le restant de cette thèse par 〈 f , g〉b. D’une manière
plus explicite, en notant par Wb := (ker DTb)

⊥ et en posant f = DTb f1 et g = DTb g1 avec
f1, g1 ∈ H2, nous avons

〈 f , g〉b =
〈

PWb f1, PWb g1
〉

b .

1. Ici, la fonction b est aussi appelée contraction par certains auteurs.
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Il est bien d’observer que f ∈ ker DTb si et seulement si f ∈ ker(I − TbTb). En effet, si
f ∈ ker DTb , alors (I − TbTb) f = 0. Réciproquement, si f ∈ ker(I − TbTb), alors

‖DTb f ‖2
2 = 〈DTb f , DTb f 〉2 =

〈
(I − TbTb) f , f

〉
2 = 0.

Par ailleurs, l’espace de Hilbert associé à Tb est l’espaceM(b) := M(Tb) muni du produit
scalaire défini comme à la section précédente. Pour éviter un cas trivial, nous allons supposer
à partir de maintenant que b est une fonction non-constante sur D.

D’après le théorème 6.6, nous avons queM(b) b H2 et H(b) b H2. Une propriété impor-
tante de l’espace de de Branges-Rovnyak est qu’il s’agit d’un RKHS et les noyaux reprodui-
sants peuvent être identifiés exactement.

Théorème 6.10. Soit b ∈ H∞ telle que ‖b‖∞ ≤ 1. Alors l’espaceH(b) est un RKHS.

Démonstration. Tout d’abord, nous montrons que si b ∈ BH∞ est non-constante et z ∈ D,
alors kz 6∈ ker DTb . Supposons, si possible, que kz ∈ ker DTb = ker(I − TbTb). Comme Tbkz =

b(z)kz, nous trouvons que

0 = (I − TbTb)kz = (1− b(z)b)kz,

ce qui implique que b(z)b = 1. Ainsi, on en déduit que b(z) 6= 0 et donc que b = 1
b(z)

sur
D, une fonction constante. Or, d’après notre hypothèse, b est non-constante, ce qui est une
contradiction.

Pour démontrer queH(b) est un RKHS, selon la définition 4.14, il faut montrer que

i) ∀z ∈ D, les fonctionnelles d’évaluations en z ∈ D sont continues.

ii) ∀z ∈ D, il existe f ∈ H(b) telle que f (z) 6= 0.

Pour i), il s’agit d’une conséquence immédiate du fait que H(b) b H2 et que kw (w ∈ D) est
le noyau reproduisant de H2.

Pour ii), supposons, si possible, qu’il existe z ∈ D tel que f (z) = 0 pour toute f ∈ H(b). En
particulier, ceci est vrai pour la fonction

f := (I − TbTb)kz = DTb(DTb kz)

qui appartient à H(b) puisque c’est l’image de la fonction DTb kz. De plus, comme kz 6∈
ker DTb , nous avons que f 6= 0. En évaluant cette dernière opération et en utilisant le fait
que Tbkz = b(z)kz à nouveau, on trouve que f = (1− b(z)b)kz. Par conséquent, on trouve

0 = f (z) =
1− |b(z)|2

1− |z|2

ce qui fournit |b(z)| = 1. D’après le principe du maximum, la fonction b est constante sur D.
Ceci est contraire à notre hypothèse que b est non-constante sur D. On doit donc conclure
qu’il existe f ∈ H(b) telle que f (z) 6= 0.
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D’après le théorème de représentation de Riesz, il existe kb
z ∈ H(b) telle que f (z) =

〈
f , kb

z
〉

b
pour toute f ∈ H(b). Supposons que f ∈ H(b) et f = DTb f1 avec f1 ∈ H2. Ainsi, nous
pouvons calculer〈

f , kb
z

〉
b
= f (z) = 〈 f , kz〉2 = 〈 f1, DTb kz〉2 =

〈
f , (I − TbTb)kz

〉
b .

Par conséquent, par unicité, nous obtenons que

kb
z = (I − TbTb)kz = (1− b(z)b)kz (z ∈ D).

Enfin, par la propriété du noyau reproduisant kb
z, nous avons que

‖kb
z‖2

b =
〈

kb
z, kb

z

〉
b
=

1− |b(z)|2
1− |z|2 .

Le prochain théorème est une conséquence du théorème 6.6 et du théorème 6.8. Il permet de
faire un lien entreH(b) etH(b).

Théorème 6.11. Soit b ∈ H∞ telle que ‖b‖∞ ≤ 1.

1. M(b) ↪→M(b) etH(b) ↪→ H(b).

2. Soit f ∈ H2. Alors, f ∈ H(b) si et seulement si Tb f ∈ H(b). Dans ce cas, quelles que soient
f , g ∈ H(b), nous avons que

〈 f , g〉b = 〈 f , g〉2 +
〈

Tb f , Tbg
〉

b .

3. M(b) ∩H(b) = TbH(b).

Démonstration. Les deux derniers points du théorème proviennent du théorème 6.8. Pour le
premier point, il suffit de remarquer que si f ∈ H2, alors〈

TbTb f , f
〉

2 =
〈

Tb f , Tb f
〉

2 = ‖P+(b f )‖2
2 ≤ ‖b f ‖2

2 =
〈

TbTb f , f
〉

2

et d’appliquer le théorème 6.6.

En particulier, ce dernier résultat fournit l’expression suivante pour la norme d’une fonction
f ∈ H(b) :

‖ f ‖b = ‖ f ‖2
H2 + ‖Tb f ‖2

b. (6.1)

Nous disons qu’un espace de Hilbert de fonctions holomorphes H est invariant par un opé-
rateur A si AH ⊆ H. Un multiplicateur pour l’espace H est une fonction ϕ ∈ H∞ telle que H
est invariant par Tϕ. Une application du théorème du graphe fermé montre que l’opérateur
linéaire Mϕ := Tϕ

∣∣
H(b) est borné si ϕ est un multiplicateur deH(b).

Théorème 6.12. Soient b ∈ H∞ telle que ‖b‖∞ ≤ 1 et ϕ ∈ H∞.
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1. H(b) etH(b) sont invariants par l’opérateur Tϕ. De plus, nous avons que

‖Tϕ‖H(b)→H(b) ≤ ‖ϕ‖∞ et ‖Tϕ‖H(b)→H(b) ≤ ‖ϕ‖∞.

2. Tout multiplicateur deH(b) est un multiplicateur deH(b).

Démonstration. Le preuve du premier point provient de [50, II-7]. Pour le deuxième point, la
preuve se trouve au paragraphe II-10 de l’op. cit..

Un cas particulier du premier point du théorème 6.12 est lorsque ϕ = χ1 où χ1(eiθ) = eiθ

puisque Tχ1 = S, l’opérateur linéaire de décalage à droite sur H2. Ainsi, nous obtenons que
H(b) et H(b) sont invariants par l’opérateur S∗ = Tχ1 . La restriction de S∗ à l’espace H(b)
est notée X.

Jusqu’à présent, nous avons vu que les fonctions kb
w appartiennent à l’espace H(b). Il est

possible d’obtenir d’autres exemples explicites de fonctions appartenant à H(b). Nous nous
en tiendrons à l’exemple suivant.

Exemple 6.13. Lorsque b ∈ H∞ et ‖b‖∞ ≤ 1, alors S∗b ∈ H(b). En effet, S∗b ∈ H(b) si et
seulement si TbS∗b ∈ H(b) d’après le théorème 6.11. Comme H(b) est invariant par S∗ et
S∗k0 = 0, nous avons que

TbS∗b = −S∗(I − TbTb)k0 = −S∗kb
0 ∈ H(b).

6.4 Espaces de de Branges–Rovnyak : cas non-extrêmes

Soit b ∈ H∞ et ‖b‖∞ ≤ 1. On peut montrer (voir [14, théorème 7.9]) que b est un point extrême
de la boule unité de H∞ si et seulement si∫ 2π

0
log(1− |b(eiθ)|2) dθ

2π
= −∞.

Lorsque b est un point non-extrême de la boule unité de H∞, alors log(1 − |b|2) ∈ L1(T).
On écrit simplement aussi que b est non-extrême. Si c’est le cas, il existe donc une fonction
a ∈ H1 telle que a est extérieure, a(0) > 0 et |a|2 + |b|2 = 1 p.p. sur T. En effet, il suffit de
prendre la fonction

a(z) := exp
( ∫

T

ζ + z
ζ − z

log(1− |b(ζ)|2)1/2 dθ

2π

)
(z ∈ D).

On dit que (b, a) forme un couple pythagoricien ou simplement un couple. Il est important de
noter que la fonction φ := b

a appartient à la classe de Smirnov N+ ⊆ Hol(D). Dans le restant
de la thèse, les lettres b, a et φ sont réservées exclusivement à noter un point non-extrême, la
fonction extérieure telle que (b, a) est un couple et la fonction b/a appartenant à N+.

La relation entre a et b s’avère très utile puisqueM(a) est plus simple à traiter queH(b).
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Théorème 6.14. Soit b ∈ H∞ un point non-extrême de la boule unité de H∞ et (b, a) un couple
pythagoricien. On a alors

1. M(a) .
= H(b).

2. Une fonction f ∈ H2 appartient à H(b) si et seulement si Tb f ∈ M(a). Dans ce cas, il existe
une unique fonction f+ ∈ H2 telle que Ta f+ = Tb f et

‖ f ‖2
b = ‖ f ‖2

H2 + ‖ f+‖2
H2 . (6.2)

Démonstration. Les preuves de ces deux propositions se trouvent dans [50, §IV-1]. Le lecteur
peut aussi consulter le théorème 23.2 et la remarque qui suit le théorème 23.3 du volume
[22].

Une propriété importante de l’espace de de Branges-Rovnyak dans le cas non-extrême est
qu’il contient l’ensemble des polynômes et cet ensemble est dense dans H(b). En fait, la
caractéristique non-extrême détermine complètement si l’ensemble des polynômes est dense
dansH(b).

Théorème 6.15. Soit b ∈ BH∞ . Les énoncés suivants sont équivalents :

1. b est un point non-extrême de BH∞ ;

2. H(b) contient toutes les fonctions holomorphes sur un voisinage de D ;

3. H(b) contient l’ensemble des polynômes ;

4. l’ensemble des polynômes est dense dansH(b).

Démonstration. Il s’agit essentiellement du [15, théorème 2.2].

Les auteurs de [11] ont obtenu un formule de ‖ f ‖2
b en termes des coefficients de Taylor d’une

fonction f holomorphe sur un voisinage de D.

Théorème 6.16. Soit b un point non-extrême de BH∞ , soit (b, a) le couple pythagoricien et soit
φ := b/a telle que φ(z) = ∑j≥0 cnzn. Si f est une fonction holomorphe sur un voisinage de D avec
f (z) = ∑n≥0 anzn, alors la série ∑j≥0 aj+ncj converge absolument pour chaque n ≥ 0 et

‖ f ‖2
b = ∑

n≥0
|an|2 + ∑

n≥0

∣∣∣∑
j≥0

aj+ncj

∣∣∣2 (6.3)

Démonstration. Voir le [11, théorème 4.1].

Pour terminer cette section, nous mentionnons que la preuve de la densité des polynômes
présentée au [50, §IV-3] n’est pas constructive. Ceci signifie qu’au lieu de construire une
suite de polynôme (pn)n≥0 qui converge vers la fonction f ∈ H(b), elle montre plutôt que
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le complément orthogonal de l’espace des polynômes est trivial. Une preuve constructive
est fournie dans l’article de El-Fallah, Fricain, Kellay, Mashreghi et Ransford. Leur résultat
précis est le suivant :

Théorème 6.17. Soit b ∈ BH∞ un point non-extrême, soit (b, a) le couple pythagoricien et soit hn la
fonction extérieure qui satisfait hn(0) > 0 et |hn| = min{1, n|a|} p.p. sur T, explicitement :

hn(z) := exp
( ∫ 2π

0

eiθ + z
eiθ − z

log(min{1, n|a(eiθ)|}) dθ

2π

)
(z ∈ D).

Pour f ∈ H(b), soit (pn)n≥0 une suite de polynômes telle que ‖ f − pn‖H2 < 1
n2 . Alors Thn

pn est un
polynôme pour chaque entier n ≥ 0 et

lim
n→∞
‖Thn

pn − f ‖b = 0.

Démonstration. Voir le [15, théorème 5.1].
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Chapitre 7

Moyennes logarithmiques

Soit f ∈ Hol(D) telle que f (z) = ∑n≥0 anzn. Considérons une méthode P de série entières
déterminée par p(r) = ∑n≥0 pnrn et de rayon de convergence R ≥ 1. On applique cette
métohde à la suite (sn( f ))n≥0 et on pose

Pr( f )(z) :=
1

p(r) ∑
n≥0

pnrnsn( f )(z) (z ∈ D, 0 ≤ r < R).

L’expression de Pr( f )(z) est bien définie en chaque z ∈ D en raison de la proposition sui-
vante.

Proposition 7.1. Soit f ∈ Hol(D). Pour chaque r ∈ [0, R), nous avons Pr( f ) ∈ Hol(D).

Démonstration. Soit f ∈ Hol(D) avec f (z) = ∑n≥0 anzn. Nous allons montrer que la suite
de fonctions fn(z) := 1

p(r) ∑n
k=0 pnrnsn( f )(z) converge uniformément sur les sous-ensembles

compacts de D vers Pr( f ). Deux cas sont à considérer :

i) 1 ≤ R < ∞ ;

ii) R = ∞.

Pour le premier cas, supposons que 1 ≤ R < ∞. En renormalisant par la transformation
r 7→ r/R, on peut supposer que R = 1 et faire la démonstration dans ce cas. Alors, supposons
que R = 1. Soit K ( D un sous-ensemble compact et considérons un disque D(0, r0) ( D

qui contient K. Alors, pour tout z ∈ D(0, r0), le fait que lim supn→∞ |an|1/n = 1, permet
d’obtenir l’inégalité suivante

|sn( f )(z)| ≤ CMn (M > 1, z ∈ D(0, r0))

où C est une constante positive finie qui dépend de f , de r0 et de M. En choisissant M de
sorte que Mr < 1, nous obtenons∣∣∣Pr( f )(z)− 1

p(r)

n

∑
k=0

pkrksk( f )(z)
∣∣∣ = ∣∣∣ 1

p(r) ∑
k≥n+1

pnrnsn( f )(z)
∣∣∣ ≤ C

p(r) ∑
k≥n+1

pn(rM)k.
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Comme rM < 1, la série de p converge et donc, lorsque n→ ∞, nous obtenons que

1
p(r)

n

∑
k=0

pnrnsn( f )(z)→ Pr( f )(z) (z ∈ K).

Ceci démontre le résultat pour le premier cas.

Penchons-nous désormais sur le deuxième cas et supposons que R = ∞. En utilisant les
mêmes estimés que dans le premier cas avec M := M0 fixé, on trouve∣∣∣Pr( f )(z)− 1

p(r)

n

∑
k=0

pkrksk( f )(z)
∣∣∣ = ∣∣∣ 1

p(r) ∑
k≥n+1

pnrnsn( f )(z)
∣∣∣ ≤ C

p(r) ∑
k≥n+1

pn(rM0)
k.

Comme la série de p évaluée en rM0 converge, nous obtenons que

1
p(r)

n

∑
k=0

pnrnsn( f )(z)→ Pr( f )(z) (z ∈ K).

Ceci conclut la démonstration.

Rappelons que la méthode d’Abel est une méthode de série entière déterminée par a(r) =

∑n≥0 rn (0 ≤ r < 1) et la méthode logarithmique est une méthode de série entière déterminée
par l(r) = ∑n≥0 rn/(n + 1) avec r ∈ [0, 1). On applique ces méthodes à la suite des sommes
partielles (sn( f ))n≥0 du développement de Taylor d’une fonction f ∈ Hol(D). On définit
ainsi les fonctions

Ar( f )(z) := (1− r) ∑
n≥0

rnsn( f )(z) (0 ≤ r < 1, z ∈ D)

et

Lr( f )(z) :=
r

log 1
1−r

∑
n≥0

rn

n + 1
sn( f )(z) (0 ≤ r < 1, z ∈ D).

D’après la proposition 7.1, les séries de ces fonctions convergent uniformément sur les sous-
ensembles compacts de D et définissent donc des fonctions holomorphes sur le disque D.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux moyennes logarithmiques des sommes
partielles sn( f ). Nous allons montrer que, si b est non-extrême, alors Lr( f ) ∈ H(b) pour
toute f ∈ H(b). Le résultat principal à montrer est le suivant.

Théorème 7.2. Il existe b ∈ BH∞ non-extrême et une fonction f ∈ H(b) telles que

lim
r→1−

‖Lr( f )‖b = ∞.

Ce théorème est une conséquence d’une formule intégrale qui lie les moyennes d’Abel et les
moyennes logarithmiques. Elle est présentée au lemme 7.8.
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7.1 Estimés prélimaires

Avant de montrer la formule intégrale, nous commençons d’abord par énoncer quelques
résultats préliminaires sur les sommes partielles sn( f ) et les moyennes d’Abel Ar( f ).

La première estimation concerne les sommes partielles. Rappelons que φ = b/a ∈ N+ où
(b, a) est un couple pythagoricien.

Proposition 7.3. Soit f ∈ Hol(D) et b ∈ BH∞ un point non-extrême. Alors pour chaque R > 1, il
existe une constante positive finie C, qui ne dépend que de R, φ et f , telle que

‖sn( f )‖b ≤ CRn (n ≥ 0).

Démonstration. Soit R > 1 et f (z) = ∑n≥0 anzn. Soit (b, a) le couple pythagoricien et φ(z) :=

∑n≥0 cnzn.

Nous avons

‖sn( f )‖b ≤
n

∑
k=0
|ak|‖zk‖b.

D’après le théorème 6.16, nous avons

‖zk‖2
b = 1 +

k

∑
j=0
|cj|2.

Comme φ ∈ Hol(D), nous avons lim supn→∞ |cn|1/n = 1. Par conséquent, il existe un entier
N ≥ 0 tel que |cn| ≤ ( 4

√
R)n pour tout n ≥ N. En choisissant C1 := max{sup0≤n<N |cn|, 1},

on obtient

|cn| ≤ C1(
4
√

R)n (n ≥ 0).

De la même façon, il existe une constante C2 telle que

|an| ≤ C2(
4
√

R)n (n ≥ 0).

Par conséquent, pour chaque k ≥ 0, ‖zk‖2
b ≤ C2

1(k + 1)(
√

R)k et donc

‖sn( f )‖b ≤ C1C2

n

∑
k=0

√
k + 1(

√
R)k ≤ C1C2(n + 1)3/2(

√
R)n.

Comme limn→∞(n+ 1)3/2/(
√

R)n = 0, il existe une constante C3 telle que (n+ 1)3/2(
√

R)n ≤
C3Rn pour tout n ≥ 0. En posant C = C1C2C3, on obtient le résultat.

À l’exemple 1.22, on avait exprimé les moyennes d’Abel comme

Ar(sn)n≥0 = ∑
n≥0

rnxn
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pourvu que les séries convergent dans l’espace. En prenant les vecteurs xn := anzn, on peut
réécrire les moyennes d’Abel de la suite des sommes partielles (sn( f ))n≥0 comme

Ar( f )(z) = ∑
n≥0

anrnzn (0 ≤ r < 1, z ∈ D)

puisque chaque série converge ponctuellement quel que soit z ∈ D et quel que soit 0 ≤ r < 1.
Cette dernière expression correspond exactement aux dilatées fr(z) d’une fonction f définies
par fr(z) := f (rz). Nous utilisons désormais cette notation.

Un premier estimé concernant les dilatées d’une fonction f ∈ H(b) provient du travail [15].
On pose la fonction b0(z) := τz

1−τ2z (z ∈ D) où τ := (
√

5− 1)/2. Nous pouvons montrer que
b0 est non-extrême et la fonction a0 qui forme le couple (b0, a0) est

a0(z) =
τ(1− z)
1− τ2z

(z ∈ D).

Théorème 7.4. Soit b := b0B2 où B est le produit de Blaschke dont les zéros sont wn := 1− 8−n

(n ≥ 1). Posons

f (z) := ∑
n≥1

4−n/(1− wnz) (z ∈ D).

Alors b est un point non-extrême de BH∞ , f ∈ H(b), ( fr)+(0) > 0 (0 ≤ r < 1) et nous avons

lim
r→1−

( fr)
+(0) = ∞.

Démonstration. Voir le [15, théorème 3.1] où il est démontré que b est non-extrême, f ∈ H(b)
et limr→1−( fr)+(0) = ∞. Le seul point qui n’apparaît pas dans l’énoncé original des auteurs
est ( fr)+(0) > 0. Cependant, ce point est implicite dans leur preuve du résultat. Par souci de
complémenter le théorème, nous allons montrer que ( fr)+(0) > 0 pour chaque r ∈ [0, 1).

Fixons r ∈ [0, 1). Remarquons que kwn(rz) = 1/(1− wnrz) = krwn(z). Nous avons

fr(z) = ∑
n≥1

4−nkwn(rz) = ∑
n≥1

4−nkrwn(z).

Par conséquent, fr = ∑n≥1 4−nkrwn ponctuellement. De plus, nous estimons

∑
n≥1

16−n‖krwn‖2
H2 = ∑

n≥1

16−n

1− r2(1− 8−n)2 ≤ ∑
n≥1

2−n

2− 8−n ≤ ∑
n≥1

2−n.

Ainsi, la série qui définit fr est convergente dans H2. Pour le choix de b, nous trouvons que
a = a0 puisque la fonction B2 n’affecte pas la relation |b|2 + |a|2 = 1 (p.p. sur T) entre b et a.

Enfin, nous avons (
b(rwn)/a(rwn)

)
Takrwn = Tbkrwn .
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et donc

(krwn)
+ = (b(rwn)/a(rwn))krwn = φ(rwn)krwn

d’après le théorème 6.14. Par conséquent, on obtient

Tb( fr) = ∑
n≥1

4−nTbkrwn = ∑
n≥1

4−nφ(rwn)krwn ,

ce qui donne ( fr)+ = ∑n≥1 4−nφ(rwn)krwn . On obtient le résultat en remarquant que φ(rwn)

est un nombre réel positif et krwn(0) = 1.

Nous présentons maintenant une estimation de la valeur ‖ fr‖b. Notons que, par le théorème
6.15, fr ∈ H(b) puisque fr est une fonction holomorphe sur un voisinage de D.

Théorème 7.5. Soit f (z) = ∑n≥0 anzn une fonction dans Hol(D), soit b ∈ BH∞ non-extrême et
soit r ∈ [0, 1). Alors il existe une constante C(φ, r) qui ne dépend que de φ et r telle que

‖ fr‖2
b ≤ C(φ, r)‖ f ‖2

H2

où φ := b
a et (b, a) est le couple pythagoricien. De plus, la dépendance r 7→ C(φ, r) peut être choisie

de sorte qu’elle est croissante.

Démonstration. Lorsque ‖ f ‖2
H2 = ∞, le résultat est évident. Supposons que f ∈ H2.

Nous savons que fr est une fonction holomorphe sur un voisinage de D. Ainsi, d’après le
théorème 6.15, nous savons que fr ∈ H(b) pour chaque r ∈ [0, 1).

Fixons r ∈ [0, 1). D’après la formule (6.3), nous avons

‖ fr‖2
b = ∑

n≥0
r2|an|2 + ∑

n≥0

∣∣∣∑
j≥0

rj+naj+ncj

∣∣∣2
≤ ‖ f ‖2

H2 + ∑
n≥0

(
∑
j≥0

rj+n|aj+n||cj|
)2

.

Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

‖ fr‖2
b ≤ ‖ f ‖2

H2 + ∑
n≥0

(
∑
j≥0

rj+n|aj+n|2
)(

∑
j≥0

rj+n|cj|2
)

= ‖ f ‖2
H2 + ∑

n≥0
rn‖(S∗)n( f√r)‖2

H2

(
∑
j≥0

rj|cj|2
)

où S∗ est l’adjoint de l’opérateur de décalage à droite sur H2 et (S∗)n est la n-composition de
S∗. Comme ‖S∗‖H2→H2 ≤ 1, on obtient

‖ fr‖2
b ≤ ‖ f ‖2

H2 +
∑n≥0 rj|cj|2

1− r
‖ f√r‖2

H2 ,
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où ∑j≥0 rj|cj|2 < ∞ puisque φ ∈ Hol(D). Finalement, comme ‖ f√r‖2
H2 ≤ ‖ f ‖2

H2 , nous obte-
nons que

‖ fr‖2
b ≤ C(φ, r)‖ f ‖2

H2 .

où C(φ, r) = 1 + ∑j≥0 rj|cj|2/(1− r).

D’après la définition de la constante C(φ, r), il est facile de voir que la fonction r 7→ C(φ, r)
est croissante sur [0, 1).

7.2 Formules intégrales

Le prochain lemme donne une expression intégrale des moyennes logarithmiques en termes
des dilatées d’une fonction f ∈ Hol(D). Cette identité provient du fait que, pour chaque
z ∈ D fixé, t 7→ ∑n≥0 antnzn est absolument et uniformément convergente sur [0, r].

Lemme 7.6. Soit f ∈ Hol(D). Alors, pour chaque 0 ≤ r < 1, nous avons

Lr( f )(z) =
1

log 1
1−r

∫ r

0

ft(z)
1− t

dt (z ∈ D).

L’identité présentée dans le lemme est ponctuelle. Notre objectif est maintenant de vérifier
qu’elle converge dansH(b) vers Lr( f ).

Le premier pas vers cette validation est le lemme suivant.

Lemme 7.7. Soit b ∈ BH∞ non-extrême, soit f ∈ H(b) et r ∈ (0, 1) fixé. L’application F : [0, r]→
H(b), définie par F(t) := ft, est continue de [0, r] dansH(b).

Démonstration. D’après la proposition 7.3, pour chaque R > 1, il existe une constante posi-
tive finie C > 0, qui ne dépend que de R et f (et de b), telle que

‖sn( f )‖b ≤ CRn.

En choisissant R tel que Rr < 1, on peut assurer que la série

(1− t) ∑
n≥0

sn( f )tn (0 ≤ t ≤ r)

converge dans H(b) vers une fonction g(t) ∈ H(b) sur [0, r]. Les dilatées ft s’expriment
ponctuellement comme

ft(z) = (1− t) ∑
n≥0

sn( f )(z)tn (z ∈ D).

Conséquemment, on doit avoir que g(t) = ft puisque la convergence dans H(b) implique la
convergence ponctuelle (d’après le théorème 6.10).

76



La continuité de F est obtenue par la continuité des applications t 7→ tn(1 − t) sur [0, r]
(n ≥ 0).

Nous pouvons maintenant vérifier que la formule intégrale du lemme 7.6 converge dans
H(b) vers Lr( f ). Nous utilisons l’intégrale de Bochner comme définition de l’intégrale à
valeurs vectorielles. La définition précise et les propriétés de cette intégrale se retrouvent au
[29, chapitre 3, §3.7].

Lemme 7.8. Soit b un point non-extrême et f ∈ H(b), disons f (z) = ∑n≥0 anzn. Alors, pour
chaque r ∈ [0, 1), nous avons Lr( f ) ∈ H(b) et

Lr( f ) =
1

log 1
1−r

∫ r

0

ft

1− r
dt.

Démonstration. Fixons r ∈ [0, 1). D’après le lemme 7.7, la fonction t 7→ ft
1−t est continue de

[0, r] dansH(b) et donc son intégrale de Bochner est bien définie (voir [29, théorème 3.7.4]).

D’après la proposition 7.3 à nouveau, pour chaque R > 1, il existe une constante positive C
qui ne dépend que de R et f telle que ‖sn( f )‖b ≤ CRn. Soit R > 1 un nombre choisi de sorte
que Rr < 1.

Premièrement, nous calculons une borne supérieure pour la série définissant Lr( f ) :

r
log 1

1−r
∑
n≥0

‖sn( f )‖b

n + 1
rn ≤ C

r
log 1

1−r
∑
n≥0

(rR)n

n + 1
= C

log 1
1−rR

R log 1
1−r

.

Par conséquent, la série r
log 1

1−r
∑n≥0

sn( f )
n+1 rn converge absolument dansH(b) et elle définit une

fonction g(r) ∈ H(b). Comme la convergence dansH(b) implique la convergence ponctuelle
(d’après le théorème 6.10), nous devons avoir

g(r)(z) =
r

log 1
1−r

∑
n≥0

sn( f )(z)
n + 1

rn (z ∈ D),

ce qui fournit Lr( f ) = g(r) ∈ H(b).

Deuxièmement, nous avons

r
log 1

1−r
∑
n≥0

sn( f )
n + 1

rn =
1

log 1
1−r

∑
n≥0

∫ r

0
sn( f )tn dt.

La série ∑n≥0 sn( f )tn est absolument et uniformément convergente dans H(b) sur [0, r].
Ainsi, l’ordre de sommation et d’intégration peut être inversé sans problème et on obtient

Lr( f ) =
1

log 1
1−r

∫ r

0
∑
n≥0

sn( f )tn dt =
1

log 1
1−r

∫ r

0

ft

1− t
dt,

où la dernière égalité provient du fait que ft = (1− t)∑n≥0 sn( f )tn.
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En utilisant ce dernier lemme et l’estimation du théorème 7.5, on obtient le corollaire suivant.
On considère Lr comme un opérateur linéaire de H(b) dans H(b) défini par f 7→ Lr( f )
( f ∈ H(b), 0 ≤ r < 1).

Corollaire 7.9. Soit b ∈ BH∞ non-extrême. Alors, pour chaque r ∈ [0, 1), l’opérateur linéaire
Lr : H(b)→ H(b) est un opérateur linéaire borné et

‖Lr( f )‖b ≤
√

C(φ, r)‖ f ‖b ( f ∈ H(b))

où C(φ, r) est la constante du théorème 7.5.

Démonstration. Soit r ∈ [0, 1) fixé et f ∈ H(b). Soit a la fonction extérieure telle que (b, a) est
le couple pythagoricien et posons φ := b

a . Alors, d’après le théorème 7.5, nous avons

1
log 1

1−r

∫ r

0

‖ ft‖b

1− t
dt ≤ ‖ f ‖H2

log 1
1−r

∫ r

0

√
C(φ, t)
1− t

dt,

et comme l’application t 7→ C(φ, t) est croissante sur [0, r], l’expression ci-haut est

≤
√

C(φ, r)‖ f ‖H2

log 1
1−r

∫ r

0

1
1− t

dt ≤
√

C(φ, r)‖ f ‖H2 .

D’après la formule intégrale du lemme 7.8 et comme ‖ f ‖H2 ≤ ‖ f ‖b, nous obtenons l’inégalité
de l’énoncé.

Dans la preuve du précédent résultat, on remarque que nous avons en fait démontré un
résultat plus fort que celui énoncé. En effet, nous avons plutôt démontré l’inégalité suivante :

‖Lr( f )‖b ≤
√

C(φ, r)‖ f ‖H2 .

Ceci montre par le fait même que Lr ∈ B(H(b), H2).

Nous pouvons maintenant exploiter la formule intégrale de Lr( f ) afin d’identifier (Lr( f ))+.
Rappelons que la fonction f+ est l’unique fonction de H2 telle que Tb f = Ta f+.

Lemme 7.10. Pour chaque f ∈ H(b) et r ∈ (0, 1), nous avons

(Lr( f ))+ =
1

log 1
1−r

∫ r

0

( ft)+

1− t
dt.

Démonstration. Définissons F(t) := ft
1−t . C’est une fonction continue de [0, r] dans H(b)

d’après le lemme 7.7. Ce fait combiné à la formule (6.2) exprimant la norme de H(b) en
termes de f et f+ implique que l’application t 7→ ( ft)+

1−t est continue de [0, r] dans H2. Cette
fonction est donc Bochner-intégrable sur [0, r].
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Par conséquent, comme Ta : H2 → H2 et Tb : H2 → H2 sont des opérateurs linéaires
bornés et en utilisant les propriétés de l’intégrale de Bochner (voir [29, théorème 3.7.12]),
nous obtenons

Ta

((
log

1
1− r

)−1 ∫ r

0

( ft)+

1− t
dt
)
=
(

log
1

1− r

)−1 ∫ r

0

Ta( ft)+

1− t
dt

=
(

log
1

1− r

)−1 ∫ r

0

Tb ft

1− t
dt

= Tb

((
log

1
1− r

)−1 ∫ r

0

ft

1− t
dt
)
= Tb(Lr( f )).

D’après la partie unicité de (Lr( f ))+ du théorème 6.14, nous obtenons la formule de l’énoncé.

7.3 Divergence des moyennes logarithmiques

Nous avons maintenant tous les outils pour démontrer le théorème principal de ce chapitre.
Rappelons l’énoncé que nous devons démontrer :

Il existe b ∈ BH∞ non-extrême et une fonction f ∈ H(b) telles que

lim
r→1−

‖Lr( f )‖b = ∞.

Démonstration du théorème 7.2. Choisissons b et f comme dans l’énoncé du théorème 7.4. Soit
M > 0 et choisissons r0 ∈ (0, 1) tel que

( ft)
+(0) ≥ M (r0 ≤ t < 1).

La convergence dans H2 implique la convergence ponctuelle sur D (puisque H2 est un
RKHS). Par conséquent, d’après le lemme 7.10, l’égalité suivante tient :

(Lr( f ))+(0) =
1

log 1
1−r

∫ r

0

( ft)+(0)
1− t

dt.

Soit r ∈ [0, 1). En séparant l’intégrale en deux parties, de 0 à r0 et de r0 à r, nous avons

(Lr( f ))+(0) ≥
log 1−r0

1−r

log 1
1−r

M +
1

log 1
1−r

∫ r0

0

( ft)+(0)
1− t

dt.

En prenant la lim inf lorsque r → 1−, on obtient

lim inf
r→1−

(Lr( f ))+(0) ≥ M.

Comme M est arbitraire, lim infr→1−(Lr( f ))+(0) = ∞. D’après l’expression (6.2) de la norme
de Lr( f ), on obtient

‖Lr( f )‖b ≥ |(Lr( f ))+(0)|

ce qui implique que lim infr→1− ‖Lr( f )‖b = ∞.
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Chapitre 8

Conséquences sur les méthodes de
séries de puissances

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux conséquences du résultat principal du précédent
chapitre sur les méthodes d’Abel généralisées et sur les méthodes de Borel généralisées.

Soit f ∈ Hol(D) dont le développement de Taylor est f (z) = ∑n≥0 anzn. On applique la
méthode d’Abel généralisée d’ordre α > −1 à la suite des sommes partielles (sn( f ))n≥0 et
on définit

Aα
r ( f )(z) := (1− r)1+α ∑

n≥0

(
n + α

α

)
sn( f )(z) (z ∈ D, 0 ≤ r < 1).

D’après la proposition 7.1, Aα
r ( f ) ∈ Hol(D) pour tout r ∈ [0, 1). Nous allons aussi montrer

que, si b est non-extrême, alors Aα
r ( f ) ∈ H(b) pour tout r et toute f ∈ H(b).

Soit α > 0, β ∈ R et N ≥ 1 tels que αN + β > 1. On applique aussi la méthode de Borel
généralisée Bα,β à la suite des sommes partielles (sn( f ))n≥0 et on définit

Bα,β
ω ( f )(z) := αe−ω ∑

n≥N

ωαn+β−1sn( f )(z)
Γ(αn + β)

(z ∈ D, 0 ≤ ω < ∞).

D’après la proposition 7.1, Bα,β
ω ( f ) ∈ Hol(D) pour tout ω ∈ [0, ∞). Nous allons éventuelle-

ment montrer que Bα,β
ω ( f ) ∈ H(b) pour tout ω et toute f ∈ H(b).

L’objectif de ce chapitre est de démontrer les deux résultats suivants.

Théorème 8.1. Il existe un point non-extrême b ∈ H∞ et une fonction f ∈ H(b) telle que, pour
tout α > −1,

lim
r→1−

‖Aα
r ( f )− f ‖b 6= 0.
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Théorème 8.2. Il existe un point non-extrême b ∈ H∞ et une fonction f ∈ H(b) telle que, pour
tout α > 0 et β ∈N avec αN + β > 1,

lim
ω→∞

‖Bα,β
ω ( f )− f ‖b 6= 0.

8.1 Méthodes d’Abel généralisées

Nous montrons d’abord, avec une technique similaire à celle utilisée dans le cas de la mé-
thode logarithmique, que Aα

r ( f ) ∈ H(b) pour r ∈ [0, 1) et f ∈ H(b).

Proposition 8.3. Soit 0 ≤ r < 1 et b non-extrême. Alors, pour toute f ∈ H(b), la série définissant
Aα

r ( f ) est convergente dans H(b) et Aα
r ( f ) ∈ H(b). De plus, l’application Aα

r : H(b) → H(b)
définie par f 7→ Aα

r ( f ) est un opérateur linéaire borné.

Démonstration. Soit r ∈ [0, 1) fixé et f ∈ H(b). D’après la proposition 7.3, pour chaque R > 1,
il existe une constante C qui dépend de f et R (et aussi de b) telle que

‖sn( f )‖b ≤ CRn (n ≥ 0).

En choisissant R > 1 tel que rR < 1, on obtient l’estimé suivant

(1− r)1+α ∑
n≥0

(
n + α

α

)
rn‖sn( f )‖b ≤ C(1− r)1+α ∑

n≥0

(
n + α

α

)
(rR)n = C

( 1− r
1− R

)1+α
< ∞.

Ainsi, la série définissant Aα
r ( f ) converge dansH(b), disons vers g(r). Comme la convergence

dansH(b) implique, en particulier, la convergence ponctuelle (d’après le théorème 6.10), on
obtient que Aα

r ( f ) = g(r) ∈ H(b).

D’après l’équation (6.1) de la norme dans H(b), la convergence dans la norme de H(b) im-
plique la convergence dans H2. Ainsi, la série Aα

r ( f ) converge aussi dans H2 et est égale à
Aα

r ( f ). Cette remarque nous servira afin de démontrer que Aα
r : H(b) → H(b) est un opéra-

teur linéaire borné.

L’application Aα
r : H(b) → H(b) est clairement un opérateur linéaire. Nous allons utiliser

le théorème du graphe fermé afin de démontrer qu’il s’agit d’un opérateur linéaire borné.
Supposons que fn → f et Aα

r ( fn)→ g dans la norme deH(b) lorsque n→ ∞. Alors, d’après
la remarque ci-haut, fn → f et Aα

r ( fn)→ g dans H2. Posons sn : H2 → H2 comme l’opérateur
linéaire qui assigne à chaque fonction f ∈ H2, la n-ième somme partielle de sa série de Taylor.
Évidemment, nous avons, d’après la définition de la norme de H2, que ‖sn‖H2→H2 ≤ 1. Par
conséquent, nous obtenons

‖Aα
r ( fn)− Aα

r ( f )‖H2 ≤ (1− r)1+α ∑
k≥0

(
k + α

α

)
‖sk( fn − f )‖H2rk ≤ ‖ fn − f ‖H2 .

En laissant n→ ∞, on conclut que Aα
r ( fn)→ Aα

r ( f ) dans la norme de H2. Conséquemment,
on obtient Aα

r ( f ) = g, ce qui conclut la démonstration.
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Nous sommes maintenant prêts à démontrer le premier résultat principal de cette section.

Démonstration du théorème 8.1. Soit b et f les fonctions dans le théorème 7.2. Supposons, si
possible, que Aα

r ( f )→ f lorsque r → 1− pour toute fonction f ∈ H(b).

D’après le théorème 2.20, la méthode d’Abel généralisée est scalaire-incluse dans la méthode
logarithmique. Ainsi, d’après le corollaire 3.6, pour chaque fonction f ∈ H(b), nous devons
avoir que Lr( f ) → f lorsque r → 1−. Or, ceci contredit le théorème 7.2. Par conséquent, il
doit exister une fonction f telle que Aα

r ( f ) 6→ f .

En fait, en utilisant un résultat plus fort que le corollaire 3.6, on peut montrer qu’il existe une
fonction f pour laquelle il n’existe aucune fonction g ∈ H(b) telle que Aα

r ( f )→ g.

Si possible, supposons que, pour toute f ∈ H(b), Aα
r ( f ) → g pour une certaine fonction

g ∈ H(b). Dans ce cas, Aα
r ( f )→ g faiblement dansH(b). Comme la méthode Aα est scalaire-

incluse dans L, d’après le théorème 3.4, Lr( f )→ g faiblement dansH(b). Ceci implique que
supr0≤r<1 ‖Lr( f )‖b < ∞ quelle que soit f ∈ H(b). Or, ceci est impossible puisqu’il existe une
fonction f ∈ H(b) telle que limr→1− ‖Lr( f )‖b = ∞ d’après le théorème 7.2.

Pour terminer cette section, nous montrons en fait que le théorème 8.1 se généralise à une
famille plus grande de méthodes de sommabilité de séries entières. Ceci est une conséquence
du théorème 2.14 de Borwein énoncé à la section 2.3.

Considérons une méthode de sommabilité de série entière obtenue de la fonction p(r) =

∑n≥0 pnrn avec un rayon de convergence de Rp = 1. Nous supposons que, pour les coeffi-
cients (pn)n≥0, il existe un entier N, une mesure signée finie µ définie sur [0, 1] et un nombre
δ ∈ (0, 1] tel que, pour tout entier n ≥ N,

(A) 1
n+1 = pn

∫ 1
0 tn dµ(t) ;

(B) 1
n+1 = δpn

∫ 1
0 tn |dµ(t)|.

Un exemple explicite de telle suite qui satisfait ces conditions est pn = (n+α
α ) (α > −1, n ≥ 0)

(voir la dernière section de [5] pour les détails).

Lorsque b est non-extrême, en utilisant les mêmes arguments que dans la proposition 8.3,
nous pouvons démontrer que Pr( f ) ∈ H(b) pour toute fonction f ∈ H(b) et tout r ∈
[0, 1). En utilisant le théorème du graphe fermé, on peut montrer que l’opérateur linéaire
Pr : H(b) → H(b), défini par f 7→ Pr( f ), est borné pour chaque r ∈ [0, 1). On obtient
finalement le résultat suivant.

Théorème 8.4. Soit p une série de puissances de rayon de convergence Rp = 1. Supposons que
les coefficients (pn)n≥0 satisfont les conditions (A) et (B) ci-haut pour un entier N ≥ 0, une mesure
signée finie µ et un nombre δ ∈ (0, 1]. Alors, il existe b ∈ BH∞ non-extrême et une fonction f ∈ H(b)
telle que Pr( f ) 6→ f dansH(b) lorsque r → 1−.
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Démonstration. La preuve utilise le même argument utilisé dans la preuve du théorème 8.1.

8.2 Méthodes de Borel généralisées

On suppose dans cette section que α > 0 et β est un nombre réel tel que αN + β > 0.

Les méthodes et arguments de la section précédente s’adaptent aussi pour la méthode de
Borel généralisée. Une première proposition se montre de la même façon que la proposition
8.3.

Proposition 8.5. Soit 0 ≤ ω < ∞ et b non-extrême. Alors, pour toute f ∈ H(b), la série définissant
Bα,β

ω ( f ) est convergente dans H(b) et Bα,β
ω ( f ) ∈ H(b). De plus, l’application Bα,β

ω : H(b) → H(b)
définie par f 7→ Bα,β

ω ( f ) est un opérateur linéaire borné.

Rappelons que, dans la preuve du théorème 3.3, le domaine des paramètres des méthodes
de sommabilité (A, cA(X), limA) et (B, cB(X), limB) ne joue pas de rôle. Ainsi, il est possible
d’appliquer le corollaire 3.6 à deux méthodes dont les domaines des paramètres sont dif-
férents (par exemple, EA = [0, ∞) et EB = [0, 1)). Cependant, comme l’inclusion scalaire
de la méthode de Borel généralisée est valide si les moyennes d’Abel convergent pour les
suites scalaires, il faut s’assurer qu’il est possible d’utiliser le corollaire 3.6 pour procéder
à la preuve du deuxième théorème principal de cette section. Comme le montre le lemme
suivant, ceci n’est pas un problème lorsque X est l’espace de de Branges-Rovnyak !

Lemme 8.6. Si (sn( f ))n≥0 est Bα,β-convergente vers f pour toute f ∈ H(b), alors (sn( f ))n≥0 est
L-sommable vers f pour toute f ∈ H(b).

Démonstration. Supposons que (sn( f ))n≥0 est Bα,β-sommable vers f pour toute f ∈ H(b).
Notre objectif est de démontrer que (sn( f ))n≥0 est L-sommable vers f . Ce que nous devons
montrer est

i) que la série définissant Lr( f ) est convergente dans H(b) pour chaque r ∈ [0, 1) et
chaque f ∈ H(b) ;

ii) que Lr( f )→ f lorsque r → 1− pour chaque f ∈ H(b).

Le premier point a été démontré au lemme 7.8.

Concentrons-nous sur le deuxième point. D’après la proposition 8.3 avec α = 0, pour toute
f ∈ H(b), ∑n≥0(1− r)rnsn( f ) converge dans H(b) pour chaque r ∈ [0, 1). Par conséquent,
comme la convergence dans la norme implique la convergence faible, nous avons que la
série ∑n≥0(1 − r)rn 〈sn( f ), g〉b est convergence pour chaque g ∈ H(b). Autrement dit, la
suite (〈sn( f ), g〉b)n≥0 appartient au domaine de la méthode d’Abel. De plus, par hypothèse,
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nous avons aussi que

αe−ω ∑
n≥0

ωαn+β

Γ(αn + β)
〈sn( f ), g〉b → 〈 f , g〉b (g ∈ H(b)).

Autement dit, la suite (〈sn( f ), g〉b)n≥0 appartient aussi au domaine de sommabilité cBα,β(C)

de la méthode de Borel généralisée. D’après le théorème 2.21, la suite (〈sn( f ), g〉b)n≥0 est L
sommable pour chaque g ∈ H(b). Autrement dit, Lr( f ) converge faiblement vers f . Ceci
implique qu’il existe un nombre r0 tel que supr0≤r<1 ‖Lr( f )‖b < ∞ pour toute f ∈ H(b).
Comme les polynômes sont denses dans H(b), on peut utiliser le même argument qui a
servi à démontrer la deuxième partie du théorème 3.3 pour démontrer que Lr( f ) → f pour
toute f ∈ H(b). Ceci termine la preuve du lemme.

Nous pouvons désormais démontrer le théorème 8.2. Rappelons-en l’énoncé :

Il existe un point non-extrême b ∈ H∞ et une fonction f ∈ H(b) telle que, pour
tout α > 0 et β ∈N avec αN + β > 1,

lim
ω→∞

‖Bα,β
ω ( f )− f ‖b 6= 0.

Démonstration du théorème 8.2. Soit b et f les fonctions dans le théorème 7.2. Supposons, si
possible, que Bα,β

ω ( f ) → f pour toute f ∈ H(b). D’après le lemme 8.6, ceci implique que
Lr( f )→ f pour toute f ∈ H(b). Ceci contredit le théorème 7.2.
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Quatrième partie

Construction exceptionnelle d’un
espace de fonctions holomorphes sur

le disque unité
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Chapitre 9

Impossibilité d’approximer des
fonctions impaires par des polynômes
impaires

Rappelons qu’un espace de Banach de fonctions holomorphes est un espace de Banach X ⊆
Hol(D) tel que l’inclusion i : X → Hol(D) soit continue. L’espace Hol(D) est muni de sa
topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compact de D. Cette topologie
est métrisable, par exemple,

d( f , g) := ∑
n≥0

1
2n
‖ f − g‖Kn ,∞

1 + ‖ f − g‖Kn ,∞
( f , g ∈ Hol(D))

où Kn := D(0, 1− 1/n) et ‖ f ‖Kn ,∞ = supz∈Kn
| f (z)|. Muni de cette métrique, (Hol(D), d) est

un espace de Fréchet.

Dans ce chapitre, l’objectif est de montrer le théorème suivant.

Théorème 9.1. Il existe un espace de Hilbert de fonctions holomorphes H sur le disque D tel que

1. H contient l’ensemble des polynômes ;

2. l’ensemble des polynômes est dense dans H ;

3. l’ensemble des polynômes impairs n’est pas dense dans l’ensemble des fonctions impaires de H.

De plus, pour toutes les suites (ωn)n≥0 de nombres positifs telles que ∑n 1/ωn < ∞, l’espace H peut
être construit de sorte que ‖zn‖H ≤ 1 + ωn pour tout n ≥ 0.

Une fonction f : D→ C est impaire si f (−z) = − f (z) pour tout z ∈ D. Nous explorons, dans
l’avant-dernière et la dernière section, des conséquences de ce dernier résultat. Des variantes
pour d’autres types d’espaces se retrouvent dans l’article [40, §3].

86



Dans ce qui suit, δα,β est le delta de Kronecker qui est défini sur un ensemble Γ et dont
l’expression est

δα,β :=

{
1 si α = β

0 si α 6= β.

L’évaluation d’une fonctionnelle linéaire continue φ ∈ X∗ est notée 〈x, φ〉 (x ∈ X). Une base
de Schauder pour un espace de Banach est une suite (xn)n≥0 ⊆ X telle que chaque élément
x ∈ X s’écrit de façon unique comme x = ∑n≥0 anxn.

Pour un ensemble S := {xα : α ∈ Γ} de vecteurs, l’ensemble vectoriel engendré par l’ensemble
S est l’ensemble span S, c’est-à-dire l’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments
de S. Sa fermeture est notée span S.

On note par (en)n≥0 la base canonique de l’espace `2 des suites de nombres complexes de
carrés sommables. Ainsi, chaque élément en s’exprime comme en = (δn,k)k≥0. Plus précisé-
ment (en)n≥0 est une base de Schauder qui est, de plus, orthonormée pour le produit scalaire
de `2, c’est-à-dire ‖en‖`2 = 1 et

〈en, em〉`2 = δn,m

où 〈(an), (bn)〉`2 := ∑n≥0 anbn. Rappelons que (`2)∗ s’identifie isométriquement à `2 par le
théorème de Riesz.

9.1 Base de Markushevich

Une notion essentielle à la preuve du théorème 9.1 est la notion de base de Markushevich.
Nous présentons brièvement ce concept. Pour davantage de détails sur les bases de Marku-
shevich, le lecteur peut consulter l’ouvrage [24]. L’ensemble du matériel présenté dans cette
section provient du chapitre 1 de l’op. cit..

Pour introduire le concept de base de Markushevich, nous devons présenter la définition de
système biorthogonal.

Définition 9.2. Soit X un espace de Banach et Γ un ensemble non vide. Une famille de paires
{(xγ, x∗γ) : γ ∈ Γ} ⊆ X× X∗ est un système biorthogonal si

〈xα, x∗β〉 = δα,β.

Pour simplifier la notation et le texte, un système biorthogonal {(xγ, x∗γ) : γ ∈ Γ} est noté
{xγ; x∗γ}γ∈Γ. Lorsque Γ = N0, le système est plutôt noté {xn; x∗n}n≥0 ou {xn; x∗n}∞

n=0.

Exemple 9.3. Soit X un espace de Banach séparable muni d’une base de Schauder (xn)n≥0

tel que ‖xn‖X = 1. Comme (xn)n≥0 est une base de Schauder, chaque élément x ∈ X s’écrit
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de manière unique comme

x = ∑
n≥0

akxk

où les an sont des scalaires. Suivant ce fait, nous définissons x∗n, pour n ≥ 0, par〈
∑
n≥0

anxn, x∗n
〉

:= an.

Nous montrons que x∗n ∈ X∗. Définissons l’application ||| · |||X : X → [0, ∞) par |||x|||X :=
supn≥0 ‖∑n

k=0 akxk‖X. Posons Pn : X → X par l’expression Pn(x) := ∑n
k=0 akxk (x ∈ X et

n ≥ 0). L’application ||| · |||X est une nouvelle norme sur X et la famille composée des projec-
tions Pn est uniformément bornée dans la norme d’opérateur ||| · |||X→X induite par ||| · |||X
(voir le [19, lemme 4.9(i)]). Une conséquence du théorème de l’application ouverte est que la
norme ‖ · ‖X est équivalente à la norme ||| · |||X (voir le [19, lemme 4.9(ii)]). Par conséquent,
les opérateurs linéaires Pn forment aussi une famille uniformément bornée dans la norme
d’opérateur ‖ · ‖X→X induite par ‖ · ‖X (voir le [19, théorème 4.10]). Soit C := supn ‖Pn‖X→X.
Alors, nous avons, pour x = ∑n≥0 anxn,

| 〈x, x∗n〉 | = |an| = ‖anxn‖X = ‖Pn(x)− Pn−1(x)‖X ≤ 2C‖x‖X.

Ceci montre que x∗n ∈ X∗ et supn ‖x∗n‖X→C ≤ 2C. Pour chaque paire d’entiers m ≥ 0 et n ≥ 0,
on a 〈xn, x∗m〉 = δn,m (par définition des fonctionnelles x∗n). Par conséquent, {xn; x∗n}n≥0 est
un système biorthogonal pour X× X∗.

Exemple 9.4. Soit X = H2 l’espace de Hardy. Alors les monômes ( fn)n≥0 (où fn(z) = zn)
forment une base de Schauder de H2. Les fonctionnelles f ∗n sont identifiées (par le théorème
de Riesz) au monôme zn. (En fait, nous avons même une base orthonormée).

Exemple 9.5. Soit X = Hol(D) muni de la topologie de la convergence uniforme sur les
sous-ensembles compacts de D. Même si X n’est pas un espace de Banach, on peut quand
même parler de base de Schauder pour cet espace. En effet, pour f (z) = ∑n≥0 anzn, les sommes
partielles sn( f ) convergent uniformément sur les sous-ensembles compacts de D lorsque
n → ∞. Comme les coefficients de Taylor sont uniques, les monômes ( fn)n≥0 ( fn(z) = zn)
forment une base de Schauder pour X. Entre autres, Hol(D) est séparable (selon la topologie
de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de D).

L’exemple 9.3 montre aussi qu’à chaque base de Schauder (xn)n≥0, il est possible de trouver
une suite (x∗n)n≥0 ⊆ X∗ telle que {xn; x∗n}n≥0 est un système biorthogonal. Une telle propriété
a un nom.

Définition 9.6. Une famille {xγ : γ ∈ Γ} ⊆ X est minimale s’il existe une famille {x∗γ : γ ∈
Γ} ⊆ X∗ telle que {xγ; x∗γ}γ∈Γ est un système biorthogonal.
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De plus, dans l’exemple 9.3, on observe que span{xn : n ≥ 0} = X. Cette propriété a aussi
un nom. Nous en profitons aussi pour introduire la notion de système biorthogonal total.

Définition 9.7. Soit {xγ; x∗γ}γ∈Γ un système biorthogonal.

1. Il est fondamental si span{xγ : γ ∈ Γ} = X.

2. Il est total si spanw∗{x∗γ : γ ∈ Γ} = X∗.

La notation spanw∗ signifie la fermeture selon la topologie faible-∗ de X∗.

Définition 9.8. Un système biorthogonal {xγ; x∗γ}γ∈Γ est une base de Markushevich (ou sim-
plement une M-base) si le système est fondamental et total.

Définition 9.9. Une M-base {xn; x∗n}∞
n=0 est dite forte si x ∈ span{〈x, x∗n〉xn : n ≥ 0} quel

que soit x ∈ X.

Nous terminons cette section en mentionnant que Markushevich a démontré que tout espace
de Banach séparable admet une M-base (voir le [24, théorème 1.22]). Ceci contraste avec le
fait qu’il existe des espaces de Banach qui ne possèdent pas de base de Schauder (ce fait
a été démontré par Enflo [18]). Les M-bases fournissent donc une alternative aux bases de
Schauder dans les espaces de Banach séparables.

9.2 Construction de l’espace de fonctions holomorphes

Nous procédons maintenant à la preuve du théorème principal de ce chapitre. Les idées de
la preuve sont adaptées des méthodes employées par Johnson. Ces techniques ont permis de
démontrer qu’un espace de Banach séparable peut avoir un système biorthogonal qui n’est
pas une M-base forte (voir la preuve de la [24, proposition 1.34]).

Nous avons d’abord besoin d’un lemme.

Lemme 9.10. Soit (en)n≥0 la base canonique de `2. Soit (an)n≥0 et (bn)n≥0 deux suites de nombres
réels. Pour n ≥ 0, on définit deux suites (xn)n≥0 et (yn)n≥0 comme ceci :x2n := e2n,

x2n+1 := e2n+1 − ane2n + bne2n−2,

y2n := e2n + ane2n+1 − bn+1e2n+3,

y2n+1 := e2n+1

où nous admettons que e−2 := 0. Alors {xn; yn}n≥0 est une M-base de `2.

Démonstration. Pour démontrer que {xn; yn}n≥0 est une M-base, il faut montrer que

i) le système {xn; yn}n≥0 est un système biorthogonal ;

ii) les espaces vectoriels engendrés par (xn)n≥0 et (yn)n≥0 sont denses dans `2.
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Nous commençons par démontrer l’orthogonalité, c’est-à-dire 〈xn, ym〉`2 = δn,m. Il y a quatre
cas à vérifier : les indices n, m sont pair/pair, pair/impair, impaire/pair et impair/impair.

— Si n = 2k et m = 2j pour certains entiers k et j, alors

〈x2k, y2j〉`2 = 〈e2k, e2j + aje2j+1 − bj+1e2j+3〉`2 = δ2k,2j.

— Si n = 2k et m = 2j + 1 pour certains entiers k et j, alors

〈x2k, y2j〉`2 = 〈e2k, e2j+1〉`2 = δ2k,2j+1 = 0.

— Si n = 2k + 1 et m = 2j pour certains entiers k et j, alors

〈x2k+1y2j〉`2 = 〈e2k+1 − ake2k + bke2k−2, e2j + aje2j+1 − bj+1e2j+3〉`2

= ajδ2k+1,2j+1 − bj+1δ2k+1,2j+3 − akδ2k,2j + bkδ2k−2,2j

= ak − bk−1+1 − ak + bk = 0

— Si n = 2k + 1 et m = 2j + 1 pour certains entiers k et j, alors

〈x2k+1, y2j+1〉`2 = 〈e2k+1 − ake2k + bke2k−2, e2j+1〉`2 = δ2k+1,2j+1.

Montrons maintenant que span(xn)n≥0 et span(yn)n≥0 sont denses dans `2. Évidemment,
nous avons span(xn)n≥0 ⊆ span(en)n≥0. Pour l’inclusion inverse, on remarque que

x2n = e2n et e2n+1 = x2n+1 + anx2n − bnx2n−2

où on pose x−2 := 0. Ainsi, span(en)n≥0 ⊆ span(xn)n≥0 et

span(xn)n≥0 = span(en)n≥0.

Comme (en)n≥0 engendre un sous-espace vectoriel dense dans `2, il en est de même pour
(xn)n≥0. On procède de la même façon pour démontrer que (yn)n≥0 engendre un sous-espace
dense dans `2.

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 9.1. Rappelons-en l’énoncé :

Il existe un espace de Hilbert de fonctions holomorphes H sur le disque D tel
que

1. H contient l’ensemble des polynômes ;

2. l’ensemble des polynômes est dense dans H ;

3. les polynômes impairs ne sont pas denses dans l’ensemble des fonctions
impaires de H.

De plus, pour toutes les suites (ωn)n≥0 de nombres positifs telles que ∑n 1/ωn <

∞, l’espace H peut être construit de sorte que ‖zn‖H ≤ 1 + ωn pour tout n ≥ 0.
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Preuve du théorème 9.1. Soit (ηn)n≥0 une suite telle que ηn > 0 et ∑n≥0 η2
n < ∞. Le choix de

cette suite est précisé plus tard dans la preuve. Posons an := 1/η2
n (n ≥ 0) et bn := 1/ηnηn−1

(n ≥ 1). D’après le lemme 9.10, le système {xn, yn} construit dans le lemme est une M-base.
Pour x ∈ `2, posons

J(x)(z) := ∑
n≥0

〈x, yn〉`2

‖yn‖`2
zn (z ∈ D).

Pour chaque x ∈ `2, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

∑
n≥0

∣∣∣ 〈x, yn〉`2

‖yn‖`2
|z|n
∣∣∣ ≤ ‖x‖`2 ∑

n≥0
zn =

‖x‖`2

1− |z| (z ∈ D).

Ainsi, nous voyons que J(x) ∈ Hol(D) pour chaque x ∈ `2 et J : `2 → Hol(D) est une
application linéaire continue. De plus, l’application J est injective. En effet, si x ∈ `2 est
choisi de sorte que J(x) = 0, alors, par unicité des coefficients du développement de Taylor
de J(x), nous obtenons que

〈x, yn〉`2 = 0 (n ≥ 0).

Comme (yn) engendre un sous-espace vectoriel dense dans `2, on obtient que x = 0.

On définit maintenant l’espace de Hilbert H := J(`2) (l’image de J) dont le produit scalaire
〈·, ·〉H est défini par

〈J(x), J(y)〉H := 〈x, y〉`2 (x, y ∈ `2).

Comme J est injective, ce dernier produit scalaire est bien défini. D’après le paragraphe pré-
cédent, l’inclusion H ↪→ Hol(D) est continue. En d’autres mots, H est un espace de Hilbert
de fonctions holomorphes sur D. De plus, comme (xn)n≥0 engendre un sous-espace vectoriel
dense dans `2 et J(‖yn‖`2 xn) = zn pour chaque n ≥ 0, il s’en suit que H contient l’ensemble
des polynômes et que l’ensemble des polynômes est dense dans H.

Il reste maintenant à montrer que l’ensemble des polynômes impairs n’est pas dense dans
le sous-ensemble des fonctions impaires de H. Pour accomplir cela, il suffit de construire
deux fonctions f , g ∈ H telles que f est impaire, 〈z2n+1, g〉H = 0 pour chaque n ≥ 0, mais
〈 f , g〉H 6= 0. Voici comment on fait cela. On définit les éléments u, v par les expressions
suivantes :

u := ∑
j≥0

ηje2j+1 et v :=
1
η0

e1 + ∑
k≥0

ηke2k.

La condition ∑n≥0 η2
n < ∞ assure que u, v ∈ `2 et on pose maintenant f := J(u) et g := J(v).

Ainsi, les fonctions f et g s’écrivent explicitement comme

f (z) = ∑
n≥0

〈u, yn〉`2

‖yn‖`2
zn et g = ∑

n≥0

〈v, yn〉`2

‖yn‖`2
zn
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pour z ∈ D. Pour chaque entier n ≥ 0, le coefficient f̂ (2n) de z2n dans le développement de
Taylor de f satisfait

‖y2n‖`2 f̂ (2n) = 〈u, y2n〉`2 = ∑
j≥0

ηj〈e2j+1, y2n〉`2

= ∑
j≥0
〈e2j+1, e2n + ane2n+1 − bn+1e2n+3〉`2

= ηnan − ηn+1bn+1 = 0.

Donc, on obtient f̂ (2n) = 0 pour chaque n. Par conséquent, f est une fonction impaire. Aussi,
pour chaque entier n ≥ 0, nous avons

‖y2n+1‖−1
`2 〈z2n+1, g〉H = 〈x2n+1, v〉`2 = 〈x2n+1, e1/η0〉`2 + ∑

k≥0
ηk〈x2n+1, e2k〉`2

= 〈e2n+1 − ane2n + bne2n−2, e1/η0〉`2

+ ∑
k≥0

ηk〈e2n+1 − ane2n + bne2n−2, e2k〉`2

=

−ηnan + ηn−1bn, n ≥ 1

1/η0 − η0a0, n = 0

= 0.

Enfin, nous avons

〈 f , g〉H = 〈u, v〉`2 =
〈

∑
j≥0

ηje2j+1, (1/η0)e1 + ∑
k≥0

ηke2k

〉
`2
= η0/η0 = 1 6= 0.

Ceci complète la partie de la preuve sur la non-densité de l’ensemble des polynômes impairs
dans l’ensemble des fonctions impaires de H.

Finalement, on analyse la question de l’estimation de ‖zn‖H. Comme zn = J(‖yn‖`2 xn), on a

‖zn‖H =
∥∥∥‖yn‖`2 xn

∥∥∥
`2
= ‖xn‖`2‖yn‖`2 .

D’après la manière dont nous avons construit xn et yn, on en déduit les estimés suivants :

‖z2n‖H = ‖x2n‖`2‖y2n‖`2 ≤ 1 + |an|+ |bn+1| = 1 +
1
η2

n
+

1
ηnηn+1

(n ≥ 0)

‖z2n+1‖H = ‖x2n+1‖`2‖y2n+1‖`2 ≤ 1 + |an|+ |bn| = 1 +
1
η2

n
+

1
ηnηn−1

(n ≥ 1)

‖z‖H = ‖x1‖`2‖y1‖`2 ≤ 1 + |a0| = 1 +
1
η2

0
.

Afins d’obtenir ‖zn‖ ≤ 1 + ωn pour chaque n, il suffit maintenant d’avoir les inégalités
suivantes :

3
η2

n
≤ ω2n,

1
η2

n+1
≤ ω2n,

3
η2

n
≤ ω2n+1,

1
η2

n−1
≤ ω2n+1.
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Pour vérifier ces inégalités, il suffit de définir

η2
n :=

3
ω2n

+
1

ω2n−2
+

3
ω2n+1

+
1

ω2n+3

et

η2
0 :=

3
ω0

+
3

ω1
+

1
ω3

.

Avec ce choix, la condition ∑n≥0
1

ωn
< ∞ de l’hypothèse assure que ∑n≥0 η2

n < ∞. Ceci
termine la preuve du théorème.

9.3 Conséquences de la construction

Le théorème 9.1 a des conséquences importantes sur la sommabilité du développement de
Taylor d’une fonction f ∈ Hol(D).

D’après la construction de H dans le théorème 9.1, les polynômes sont denses. En appliquant
le procédé de Gram-Schmidt, il est possible de trouver une base orthonormale de polynômes
(pn)n≥0 ⊆ H. Ainsi, toute fonction f ∈ H s’écrit comme

f =
∞

∑
k=0
〈 f , pk〉H pk

où la série converge vers f dans la norme de H. Ceci suggère la question suivante (en laissant
tomber la propriété d’orthogonalité) : est-il possible de prendre les polynômes pn = sn( f ),
où sn( f ) sont les sommes partielles du développement de Taylor de f ∈ H ? Une manière
équivalente de poser le problème va comme suit : pouvons-nous trouver une méthode de
sommabilité matricielle triangulaire (A, cA(H), limA) où A = (αn,k) telle que

lim
n→∞

∥∥∥ f −
n

∑
k=0

αn,ksk( f )
∥∥∥

H
= 0.

Une première conséquence du théorème principal répond à cette question. La réponse est
non !

Corollaire 9.11. Soit H l’espace du théorème 9.1. Alors, malgré le fait que l’ensemble des polynômes
soit dense dans H, il existe f ∈ H telle que f n’appartient pas à la fermeture de l’espace vectoriel
engendré par (sn( f ))n≥0.

Démonstration. D’après le théorème 9.1, il existe une fonction impaire f ∈ H qui n’est pas
approximable par des polynômes impairs. Comme f est impaire, les sommes partielles sn( f )
de son développement de Taylor sont aussi des fonctions impaires. Ainsi, la fermeture de
l’ensemble span{sn( f ) : n ≥ 0} ne peut pas contenir f .
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Le dernier résultat s’étend en fait à toute méthode de sommabilité matricielle et certaines mé-
thodes de sommabilité suite-fonction. En incluant la dernière partie du théorème 9.1 concer-
nant l’estimation de la norme des monômes zn, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 9.12. Soit H et (ωn)n≥0 définis comme dans le théorème 9.1. Supposons, en plus, que
la suite (ωn)n≥0 satisfait limn→∞ ω1/n

n = 1. Alors, malgré que l’ensemble des polynômes soit dense
dans H, il existe f ∈ H telle que

1. ∑∞
k=0 cksk( f ) converge dans H pour toute suite (ck)k≥0 telle que lim supk→∞ |ck|1/k < 1 ;

2. f n’appartient pas à la fermeture de l’espace vectoriel engendré par l’ensemble des séries précé-
dentes.

Démonstration. Soit f une fonction impaire qui n’est pas approximable par des polynômes
impairs.

D’abord, pour le premier point, soit (ck)k≥0 une suite telle que lim supk→∞ |ck|1/k < 1. Ainsi,
d’après la dernière partie du théorème 9.1, nous avons

lim sup
n→∞

‖zn‖1/n
H ≤ lim sup

n→∞
(1 + ωn)

1/n ≤ 1.

Ainsi, pour chaque R > 1, nous avons ‖sn( f )‖H = O(Rk) (les techniques pour démontrer
cela sont semblables à celles utilisées dans la proposition 7.3) et donc ∑k≥0 |ck|‖sn( f )‖H < ∞
quel que soit la suite (ck)k≥0 telle que lim supk→∞ |ck|1/k < 1.

Puis, le deuxième point est une conséquence du choix de f et du fait que les séries consi-
dérées ∑k≥0 cksn( f ) appartiennent à la fermeture de span{sn( f ) : n ≥ 0}. Ceci termine la
démonstration.

Une famille de cas particuliers du corollaire précédent est la famille des méthodes de somma-
bilité de série entière introduite au chapitre 2. On s’intéresse particulièrement aux méthodes
de sommabilité de série entière déterminées par une série p(r) = ∑n≥0 pnrn dont le rayon de
convergence est Rp ≥ 1. Rappelons qu’une telle méthode est définie par l’expression

Pr( f ) :=
1

p(r) ∑
k≥0

pksk( f )rk (0 ≤ r < 1).

Pour cette famille de méthodes de sommabilité, nous avons ck = pkrk/p(r) et comme le
rayon de converge de la série entière p est d’au moins 1, nous pouvons facilement vérifier
que

lim sup
k→∞

|ck|1/k ≤ r < 1.

Ainsi, on obtient le corollaire suivant.
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Corollaire 9.13. Soient H et (ωn)n≥0 définis comme dans le théorème 9.1. Supposons que la suite
(ωn)n≥0 satisfait limn→∞ ω1/n

n = 1. Alors, malgré le fait que l’ensemble des polynômes soit dense
dans H, il existe f ∈ H qui n’appartient pas à la fermeture de l’espace vectoriel engendré par l’en-
semble {Pr( f ) : 0 < r < 1}.

En particulier, il existe une fonction f ∈ H telle que

— f 6∈ span{ fr : 0 < r < 1} ;

— f 6∈ span{Lr( f ) : 0 < r < 1}.
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Conclusion

Cette thèse avait comme vocation première l’étude de la sommabilité du développement
de Taylor dans certains espaces de Banach de fonctions holomorphes sur le disque unité
contenant les polynômes comme un sous-ensemble dense.

Les résultats de cette thèse suggèrent plusieurs problèmes de recherche à explorer. Nous
concluons ce travail en discutant de quelques-unes de ces pistes de recherche.

Fonctions impaires et les espaces de de Branges-Rovnyak

Les résultats du chapitre 7 ont montré qu’une grande famille de méthodes de sommabilité est
inefficace pour faire converger les sommes partielles sn( f ) vers la fonction f dans la norme
d’un espace de de Branges-Rovnyak H(b), même si les polynômes sont denses dans H(b).
Parmi ces méthodes, nous avons analysé la méthode logarithmique et certaines méthodes de
séries de puissances.

Au chapitre 9 (corollaire 9.13), nous avons montré qu’il existe un espace de Hilbert H de
fonctions holomorphes sur le disque unité dans lequel les polynômes sont denses et une
fonction f ∈ H tels que f n’appartient pas à la fermeture de l’espace vectoriel engendré par
les sommes partielles sn( f ). Serait-il possible de construire H de sorte qu’il corresponde à un
espace de de Branges-RovnyakH(b) ? Autrement dit,

Question 1. Existe-t-il un point non-extrême b et une fonction impaire f telle que f n’est pas ap-
proximable par des polynômes impairs dans la norme deH(b)?

Nous avons analysé un petit peu cette question et elle conduit à un problème d’optimisation.
À ce jour, nous n’avons pas été en mesure de résoudre ce problème et cette question demeure
ouverte.

Méthodes de sommabilité d’opérateurs

D’après les résultats de [42], les auteurs ont montré que si X est un espace de Banach de
fonctions holomorphes sur le disque unité D qui possède la condition d’approximation bor-
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née 1 et dans lequel les polynômes sont denses, alors il existe un schéma d’approximation
polynomiale (Tn)n≥0. Rappelons qu’un schéma d’approximation polynomiale est une suite
d’opérateurs linéaires bornés Tn : X → X telle que la suite (Tn( f ))n≥0 est un polynôme et
converge vers f dans la norme de X pour toute f ∈ X. De plus, les auteurs ont démontré
que les opérateurs Tn peuvent être choisis de sorte que le degré de Tn( f ) est inférieur à n. Ils
avaient alors demandé s’il est possible d’écrire ces opérateurs Tn comme

Tn( f ) := ∑
k=0

αn,ksk( f ) ( f ∈ X) (9.1)

pour des scalaires αn,k.

Les résultats du chapitre 9 montrent qu’il existe un espace de Hilbert H de fonctions holo-
morphes sur le disque unité D et une fonction f ∈ H telle que la suite des sommes partielles
(sn( f ))n≥0 n’est sommable pour aucune méthode de sommabilité matricielle triangulaire.
La réponse à la question de Mashreghi et Ransford est donc non, même dans le contexte des
espaces de Hilbert de fonctions holomorphes sur le disque D. Est-ce qu’il est possible de
considérer d’autres types de méthodes de sommabilité matricielles?

Robinson [48] a étudié des méthodes de sommabilité matricielles (A, cA(X), limA) où l’ap-
plication A est déterminée par une matrice (Am,n)m,n≥0 d’opérateurs linéaires bornés Am,n :
X → X. Il a démontré, entre autres, que le théorème de Silverman-Toeplitz s’étend à ce
contexte si on remplace la condition

sup
m≥0

∑
m≥0
|am,n| < ∞

par ce qui est appelé la norme groupée 2. Un excellent contre-rendu des résultats sur les mé-
thodes de sommabilité matricielles définies par une matrice d’opérateurs linéaires est l’ou-
vrage de Maddox [37].

Les méthodes matricielles considérées dans cette thèse sont des cas particuliers des mé-
thodes matricielles définies par des matrices d’opérateurs. En effet, chaque scalaire a peut
être vu comme l’opérateur A : X → X défini par A(x) = ax (x ∈ X). Ainsi, une mé-
thode de sommabilité (A, cA(X), limA) définie par une matrice (am,n)m,n≥0 peut être vue
comme une méthode de sommabilité déterminée par une matrice d’opérateur (Am,n)m,n≥0

où Am,n(x) := am,nx (x ∈ X). Ainsi, la question suivante est une piste de recherche intéres-
sante à envisager.

Question 2. Pour un espace de Hilbert H de fonctions holomorphes sur D dans lequel l’ensemble
des polynômes est dense, existe-t-il une matrice d’opérateurs linéaires bornés (Am,n)m,n≥0 telle que
pour toute f ∈ H,

1. En anglais, la « bounded approximation property (BAP) »
2. Cette terminologie a été introduite par Lorentz et Macphail dans leur article [36])
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• ∑m
n=0 Am,nsn( f ) est un polynôme de degré au plus m.

• nous avons

lim
m→∞

∥∥∥ f −
m

∑
n=0

Am,nsn( f )
∥∥∥

H
= 0 ( f ∈ H) ?

Cette dernière question semble avoir une réponse positive pour le cas des espaces de de
Branges-RovnyakH(b) où b est non-extrême. En effet, au chapitre 6, nous avons présenté un
résultat d’approximation par des opérateurs de Toeplitz de El-Fallah, Fricain, Kellay, Mash-
reghi et Ransford dans le contexte des espaces de de Branges-Rovnyak H(b) où b est non-
extrême. Il s’agit du théorème 6.17. Soit a la fonction extérieure telle que |b|2 + |a|2 = 1
(p.p. sur T) et a(0) > 0. Soit la suite (hn)n≥0 ⊂ H∞ de fonctions extérieures proposée dans
l’énoncé du théorème 6.17. Rappelons que ce résultat assurait que si f ∈ H(b) et si on choisit
une suite de polynômes (pn)n≥0 telle que ‖ f − pn‖H2 < 1/n2, alors Thn

(pn) est un polynôme
de degré au plus celui de pn et

lim
n→∞
‖Thn

(pn)− f ‖H(b) = 0.

Mentionnons que les polynômes pn dans le théorème 6.17 peuvent être judicieusement choi-
sis. Par exemple, il est possible de prendre pn := skn( f ) où kn est un entier choisi de sorte
que kn−1 < kn et

‖ f − skn( f )‖2
H2 = ∑

j≥kn

|aj|2 <
1
n2 .

Ainsi, en définissant la matrice d’opérateurs linéaires bornés (An,j)n,j≥0 par

An,j :=

Thn
j = kn

0 j 6= kn,

il semble que (An,j)n,j est un exemple de méthode matricielle qui satisfait les critères de la
question 2. Bien que la deuxième condition soit satisfaite, la méthode (An,j)n,j≥0 est loin de
répondre à la question pour au moins deux raisons.

La première raison est reliée au degré du polynôme Thn
(skn( f )). Il se peut que Thn

(skn( f ))
soit de degré kn. En fait, il semble plutôt difficile d’avoir un contrôle sur le degré du po-
lynôme Thn

(skn( f )). La deuxième raison est la dépendance sur f dans la définition de la
matrice (An,j)n,j≥0. En effet, le choix des entiers kn dépend du choix de skn( f ) et donc dé-
pend directement de f . Or, dans l’énoncé de la question 2, les opérateurs An,j ne doivent pas
dépendre du choix de la fonction f . Pour ces deux raisons, la question 2 demeure encore
ouverte pour les espaces de de Branges-Rovnyak H(b) lorsque b est un point non-extrême.
Nous formulons ce dernier problème comme une sous-question de la première question.

Question 3. Soit b un point non-extrême. Existe-t-il une matrice d’opérateurs linéaires (Am,n)m,n≥0

telle que Am,n : H(b)→ H(b) et pour toute f ∈ H(b),
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• ∑m
n=0 Am,nsn( f ) est un polynôme de degré au plus m.

• nous avons

lim
m→∞

∥∥∥ f −
m

∑
n=0

Am,nsn( f )
∥∥∥

b
= 0 ( f ∈ H) ?

Espaces de de Branges-Rovnyak et points extrêmes

Cette thèse a traité les espaces de de Branges-Rovnyak H(b) lorsque b est un point non-
extrême. Nous avons analysé certains procédés de sommation appliqués à la série de Taylor
d’une fonction f ∈ H(b). Pouvons-nous accomplir une analyse similaire dans le cas où b est
un point extrême?

Une première difficulté survient lorsque b est extrême. Dans ce cas, l’ensemble des poly-
nômes n’est plus dense dans l’espace et, d’après un résultat de Sarason (voir [50, V-1]), il
forme même un sous-espace vectoriel de dimension finie. Par conséquent, la question prin-
cipale de cette thèse concernant la sommabilité du développement de Taylor selon une mé-
thode de sommabilité n’a plus vraiment de sens. Grâce à un résultat de Aleman et Malman
[2], l’ensemble A(D)∩H(b) est toutefois toujours dense dansH(b). En suivant la démarche
de Mashreghi et Ransford sur les schémas d’approximation polynomiale dans les espaces de
Banach, il est possible de démontrer qu’il existe toujours un schéma d’approximation par des
fonctions continues, c’est-à-dire une suite d’opérateurs (Tn)n≥0 telle que Tn : H(b) → H(b),
Tn( f ) ∈ A(D)∩H(b) et Tn( f )→ f dans la norme de l’espaceH(b). Ceci suggère la question
suivante :

Question 4. Dans le cas où b est un point extrême, est-il possible de décrire explicitement les expres-
sions des opérateurs Tn ?

Une avenue à considérer pour répondre à cette question est d’essayer de trouver un rem-
placement au développement de Taylor d’une fonction f . Dans le cas particulier de la série
de Taylor, la suite des monômes (zn)n≥0 est une base de Schauder pour l’espace de Fréchet
Hol(D). Par analogie, pouvons-nous remplacer les monômes par une autre suite de fonc-
tions ( fn)n≥0 et la topologie de la convergence uniforme sur les sous-ensembles compacts de
Hol(D) par une autre topologie de sorte que ( fn)n≥0 soit une base de Schauder?

Un substitut intéressant est la base construite par Bočkarev [8]. Sa construction a répondu à
un problème posé par Banach concernant l’existence d’une base de Schauder dans l’algèbre
du disque. Nous allons expliciter quelque peu sa construction.

Soit ( fn)n≥0 le système de Franklin [20] de fonctions continues sur l’intervalle [0, 2π]. Le sys-
tème de Franklin 3 est une base de Schauder pour l’espace C[0, 2π] des fonctions continues

3. Voir aussi la page de encyclopedia of math https://encyclopediaofmath.org/index.php?title=

Franklin_system.
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sur l’intervalle [0, 2π].

On définit les systèmes (Fn)n≥0 et (Gn)n≥0 par les expressions suivantes

Fn(θ) :=

 fn(2θ) si θ ∈ [0, π]

fn(−2θ) si θ ∈ [−π, 0),

et

G0(θ) :=
1 + i
2
√

π
, Gn(θ) :=

1√
2

(
Fn(θ) + iF̃n(θ)

)
(θ ∈ [−π, π])

où

F̃n(θ) := lim
ε→0+

− 1
π

∫ π

ε

Fn(θ + t)− Fn(θ − t)

2 tan
(

t/2
) dt.

Chaque Fn appartient à la classe Lip1[−π, π] puisque chaque fn appartient à Lip1[0, 2π] et
donc F̃n est bien définie et continue.

De plus, le système de Franklin est un système orthonormé sur L2[0, 2π] et notons que
f0(θ) = 1/

√
2π (θ ∈ [0, 2π]). Ceci implique que les systèmes (Fn)n≥0 et (F̃n)n≥0 sont des

systèmes orthonormés. De surcroît, comme toutes les fonctions Fn sont des fonctions paires,
il s’en suit (par un petit changement de variable dans l’intégrale) que toutes les fonctions F̃n

sont des fonctions impaires. Ainsi, chaque Fn est orthogonale à F̃m (m, n ≥ 0). Ces derniers
faits impliquent que le système (Gn)n≥0 est aussi orthonormal (dû aussi à la normalisation
1/
√

2 ).

On pose finalement

Gn(reiθ) :=
1

2π

∫ π

−π

1− r2

|eit − reiθ |2 Gn(t) dt (0 ≤ r < 1, −π ≤ θ ≤ π). (9.2)

Bočkarev [8, théorème 1] a démontré que (Gn)n≥0 est une base de Schauder pour A(D) et,
en fait, nous avons précisément que, pour toute f ∈ A(D),

lim
n→∞

∥∥∥ n

∑
k=0

f̂ (k)Gk − f
∥∥∥

∞
= 0

où les coefficients f̂ (k) sont les coefficients de Fourier calculés à partir du système (Gn)n≥0,
c’est-à-dire

f̂ (k) :=
1

2π

∫ π

−π
f (eiθ)Gk(θ) dθ (k ≥ 0).

Autrement dit, chaque fonction f ∈ A(D) s’exprime comme la série

f (z) =
∞

∑
n=0

f̂ (k)Gk(z) (z ∈ D) (9.3)
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où la série converge uniformément sur D.

Le système de Bočkarev propose maintenant plusieurs questionnements si l’on souhaite
l’utiliser pour l’approximation de fonctions dans l’espace H(b) lorsque b est un point ex-
trême.

Question 5. Pouvons-nous caractériser les fonctions Gn qui appartiennent à H(b) lorsque b est un
point extrême?

Si toutes les fonctions Gn font partie de l’ensembleH(b), la question suivante a du sens.

Question 6. Est-ce que la suite des sommes partielles de la série (9.3) converge vers f dans la norme
deH(b)?

Si la réponse à la dernière question est non, alors

Question 7. Pouvons-nous appliquer une méthode de sommabilité matricielle, notée A, à la suite des
sommes partielles de la série (9.3) pour qu’elle soit A-sommable vers f dans la norme deH(b)?

Une réponse positive à l’une des questions précédentes produirait un exemple de schéma
d’approximation par des fonctions continues de l’espace A(D) ∩H(b) en posant

Tn( f ) :=
n

∑
k=0

an,k f̂ (k)Gk ( f ∈ H(b), n ≥ 0)

où dim (Ran(Tn)) = n, Ran(Tn) ⊆ A(D) ∩ H(b) et (ak,n)k,n≥0 est une matrice de sca-
laires déterminant une méthode de sommabilité matricielle triangulaire A. De plus, une telle
construction permettrait de fournir une preuve constructive du résultat d’Aleman et Mal-
man sur la densité de l’ensemble A(D) ∩H(b) lorsque b est un point extrême.

101



Bibliographie

[1] A. ALEMAN : The Multiplication Operator on Hilbert Spaces of Analytic Functions. Thèse
de doctorat, Fern Universität, Hagen, 1993.

[2] A. ALEMAN et B. MALMAN : Density of disk algebra functions in de Branges–Rovnyak
spaces. Comptes Rendus Mathématique, 355(8):871–875, 8 2017.

[3] J. BOOS : Classical and Modern Methods in Summability. Oxford Mathematical Mono-
graphs. Oxford University Press, Oxford, 2000. Assisted by Peter Cass, Oxford Science
Publications.

[4] D. BORWEIN : On a scale of Abel-type summability methods. Proc. Cambridge Philos.
Soc., 53:318–322, 1957.

[5] D. BORWEIN : On methods of summability based on power series. Proc. Roy. Soc. Edin-
burgh Sect. A, 64:342–349, 1957.

[6] D. BORWEIN : On methods of summability based on integral functions. II. Proc. Cam-
bridge Philos. Soc., 56:125–131, 1960.

[7] D. BORWEIN et B. WATSON : On the relation between the logarithmic and Borel-type
summability methods. Canad. Math. Bull., 24(2):153–159, 1981.
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