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Abstract

Dans ce projet, nous avons étudié la question suivante : que se passe-t-il lorsqu’on
applique une méthode de sommabilité a la suite des itérées d’un polynémes a valeurs
complexes. Nous avons observé que ’application d’'une méthode de sommabilité a
la suite des itérées ne modifie pas ’ensemble de Julia généré (et par ricochet les en-
sembles de Mandelbrot associés) lorsqu’on se restreint a une famille de méthode de
sommabilité : les méthode de Ngrlund. Ces derniéres méthodes sont dites linéaires.
Par la suite, nous avons investigué le probleme de trouver une méthode de somma-
bilité linéaire qui modifie 'ensemble de Julia. Ceci nous a aussi conduit a I’étude
d’une méthode d’accélération de convergence non-linéaire, la méthode d’Aitken,
dans l'espoir qu’elle change ’aspect visuel des ensembles de Julia.
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1. INTRODUCTION

La théorie des systemes dynamiques est une branche des mathématiques qui
étudie ’évolution d’un systéme qui suit des regles bien précises. Cette discipline a
été initiée par H. Poincaré a la suite de son étude du probléme des trois corps. Elle
est devenue populaire au sein du public grace aux expériences de E. Lorenz sur
des modeles climatologiques en 1963, donnant par ailleurs naissance a l’expression
«effet papillon». Désormais, cette théorie mathématique est un outil devenu central
a de nombreux domaines des sciences et du génie [4, 5].

Une des branches de la théorie des systémes dynamiques est la dynamique ho-
lomorphe qui étudie la dynamique engendrée par l'itération de fonctions dérivables
a valeurs complexes. Elle est née des travaux de deux mathématiciens francais,
Gaston Julia et Pierre Fatou, publiés entre les années 1917 et 1920. Les travaux
de mathématiciens tels que B. Mandelbrot, A. Douady et J. H. Hubbard ont ré-
animé l'intérét des chercheurs envers cette théorie. Entre autres, un ensemble a
particulierement attiré I’attention par ces propriétés remarquables : I’ensemble de
Mandelbrot.

L’ensemble de Mandelbrot, noté M, est ’ensemble constitué des nombres com-
plexes c tels que la suite des itérées

1. := {pc(o)apc(pc(o))v cee 7p2(0)7 .- }

du polynéme p.(z) := 22 + ¢ est bornée. Les ensembles de Julia remplis, quant &
eux, sont définis ainsi :

Ke:={z€C: (p2(2))s>, est bornée . }

ol p. = zP + ¢. D’aprés un résultat de J. Rivera-Letelier [6], 'ensemble de Mandel-
brot est localement connexe au point ¢ € M si la série S =3 -, 1/|(p¢(:n_1))'(c)\

est convergente. Ici, (p?~ 1) (c) est la dérivée du polyndme évalué au point c. Ce
résultat permet de lier une importante conjecture de la théorie de la dynamique
holomorphe, soit la MLC (I’ensemble M est localement connexe), & la théorie de
la sommabilité. D’ailleurs, ce lien a été renforcé par les travaux de C. Cabrera,
P. Makienko et A. Poirier [1]. Ils ont étudié la sommabilité de la série S selon la
méthode d’Abel et les méthodes de Ngrlund dans le contexte ou la fonction p. est

remplacée par une fonction rationnelle.

A la vue de ces résultats importants qui relient la théorie des systémes dyna-
miques, la MLC et la théorie de la sommabilité, le projet de recherche consiste a
adopter un autre point de vue que les auteurs précédents. Il s’agit d’appliquer une
méthode de sommabilité a la suite des itérées I. plutét qu’a la série S, pour l'en-
semble de Mandelbrot. De plus, nous appliquerons cette méthode de sommabilité
aux ensembles de Julia. Le but est de voir si ces ensembles restent les mémes apres
I’application de la méthode de sommabilité.



2. SYSTEME DYNAMIQUES HOLOMORPHES

2.1. Ensembles de Julia. Nous nous tournons maintenant vers des systemes dy-
namiques engendrés par I'itération d’un polynéme f de degré au moins deux, c’est-
a-dire que

(1) f(Z) = an2n+an—lzn_l+"'+a0

ou ag,a1,-..,a, € C, a, # 0 et n > 2. L’ensemble de Julia rempli associé au
polyndme f est I’ensemble K := K(f) ou

(2) K(f) :={z€C: (f"(2))n>0 est bornée }.

Dans la définition de IC, f™ est la n-iéme composition de f : f™* := fo fo---0 f.
Donc ’ensemble de Julia rempli est ’ensemble des points z € C dont ’orbite sous
la fonction f reste bornée. L’ensemble de Julia J est la frontiere de ’ensemble de
Julia rempli.

Une premiéere propriété des itérations d’un polyndéme a valeurs complexes est la
suivante.

Proposition 2.1. Soit f un polynéome complezxe tel que présenté dans (1). Pour tout
nombre M > 1, il existe un nombre r > 0 tel que pour tout |z| > r, |f(2)] > M|z|.

Démonstration. 1l suffit d’adapter la preuve du [2, lemme 14.1]. O

Une deuxieme propriété importante des itérations d’un polynéme est la suivante.

Proposition 2.2. Soit f un polynome compleze tel que présenté dans (1). Soit z €
C. Alors la suite (f™(2))n>0 est bornée si, et seulement si la suite (|f™(2)|"/™)n>0
est bornée.

Démonstration. Si (f"(2))n>0 est bornée, alors il est clair que (|f™(2)[*/™),>0 est
aussi bornée.

Supposons que (|f™(2)|'/™),>0 est une suite bornée. Alors il existe un M > 1
telle que |f"(z)] < M™ pour tout n > 0. Supposons que (f™(2))n>0 n’est pas
bornée. Il existe alors un entier ng telle que |f™°(z)| > r ol le r = r(2M) est dans
la proposition 2.1. Par induction, on obtient que [f™*"0(z)| > 2" M"|f™(z)|. Par
conséquent, on obtient

MM (=)] < MPM™ (n > 0)

et donc la suite (2"),,>¢ est bornée... Ce qui est une contradiction. O

Afin de nous permettre d’illustrer quelques exemples d’ensembles de Julia remplis
dans le cadre de notre travail, nous introduisons une notation spéciale pour des cas
particuliers de polynémes. On pose

(3) pe(z) =2 +¢ (p>2entier,ce Cet z € C)
On pose alors

Ke:={z€C: (pl(z))n>0 est bornée.}

Théoréme 2.3. Soit ¢ € C. Posons R := max{ |el, Qﬁ} Alors, K. € D(0, R).



Démonstration. Soit z € K.. Supposons, si possible, que |z| > R. Nous allons
montrer par induction qu’il existe € > 0 tel que

e (2)] = (1 +€)"[z| (n>1).
Pour n = 1, nous avons |p.(z)| = [P +¢| > |2|P — |¢|]. Comme |z|] > R =
max{|c\ , 2?%1}, onal|z| > |c] = —|z| < —|c|. Donc,
2P = le| > [2P = |2] = |2|( [z]P~" = 1).
Maintenant, comme |z| > R, on a que |z| > 251 implique |2[P~1 —1 > 1. Ainsi, il
existe un certain € > 0 tel que
|ZP7t—1=1+e>1.
On obtient donc |p(z)| > |z|(1 + €).
Maintenant, supposons que, pour € > 0 choisi de sorte que |z\p_1 —1=1+%¢,

PE(2) = |z[(1+ 6", neZ

Alors, on veut démontrer que c’est aussi le cas pour n + 1. Nous avons
Pt (2) = pe(pl(2) = (02 (2))F +c.

Ainsi, nous avons

et ()] 2 (02 (2))P] — |el.
Avec |z] > R:max{ e , 2ﬁ} et comme 1+ € > 1,

—lz](1+ )" < —|e|(1+¢)" < —|¢]
ce qui implique
et (2)] 2 2 ()P = |2|(1 + )"

> (142" = (1+€)"[2]

= (1+o)"[21((1 + )"z~ — 1)
Comme p > 2, p—12>1, cela implique

(L) 2P = 1= (1+e)"P VPt —1> 2P~ -1
=1+4c¢
et ainsi
et ()] 2 (L+ &) [2l(L+€) = (L+ )" 2.

Ceci complete 'induction. Maintenant, comme (1 + €)™ — oo , quand n — oo, on
obtient

liminf [p7(2)] > lm (1 + €)"|z| = +o0.
n—oo n—oo
Ainsi, limsup,,_, . [p?(2)| = +o0. Autrement dit, [p?(z)| — +oo et est non-bornée.

Ceci contredit le fait que z € IC... O

On peut étre plus précis encore.

Théoreme 2.4. Soit ¢ € C fizé et posons R := max{\c| , Qﬁ} Alors, z €
Ke <= pl(z)| <R, Vn>1



Démonstration. Supposons que z € K.. Supposons aussi, si possible, qu’il existe
un certain ng > 1 tel que [pl°(z)] > R. D’apres le théoréme précédent avec z
remplacé par pl°(z), on trouve que [pl(z)| — 400, quand n — oo (regarder la
fin de la derniére preuve). Par conséquent, z € K. (par définition). Ceci contredit
I'hypothése que z € K. Supposons maintenant que |[p?(z)| < R, Vn > 1. En
particulier, ceci indique que (p?(z))22; est bornée. Donc, z € K., ce qui termine la
démonstration. O

Ce dernier théoreme permet de créer un algorithme pour générer un ensemble
K.. En effet, il faut tout d’abord associer les différents points du plan complexe a
un pixel sur un interface graphique. Ensuite, il faut fixer des valeurs de p , ¢ et un
maximum d’itérations. Par la suite, on crée une boucle qui itere le polynéme p.
pour chaque valeur de z. Si le [p”(z)| dépasse la valeur de R, alors le point sera un
point noir (il sera en dehors de ’ensemble), tandis que s’il ne dépasse pas la valeur
de R, il sera un point blanc et fera partie de I’ensemble.

Théoréme 2.5. K. est connexe < 0 € ..
Démonstration. Voir [2, théoréme 14.14]. O

2.2. I’ensemble de Mandelbrot. L’ensemble de Mandelbrot est tres similaire a
I’ensemble de Julia rempli. Sa définition repose aussi sur le fait que 'orbite d’un
point reste bornée. Rappellons que p.(z) = 2P +coup>2, peZ,z€ Cetce C.

Définition 2.6. Soit p.(z) = 2P + ¢, alors l'ensemble M est défini par :
M:={ceC: (p2(0))y>, est bornée.}
Donc, a la place de regarder 'orbite des points z et fixer le point ¢, on regarde

I'orbite du point 0 en faisant varier le point c. Lorsque p = 2, on obtient I’ensemble
de Mandelbrot classique tel que mentionné dans I'introduction de ce travail.

Théoréme 2.7. ce M <= K. est conneze.

Démonstration. Montrons la premiére implication : ¢ € M = K, est connexe.
Prenons z € M, alors (p2(0))22; est bornée. Ainsi, 0 € K.. D’apres le théoréme

n=1
2.5, cela implique que K est connexe.

Montrons maintenant la deuxieme implication : K. est connexe — c € M. Si
K. est connexe, alors 0 € KC.. Ainsi, 'orbite de 0 est bornée et donc ¢ € M. O

Théoréme 2.8. M C D(0,271).

Démonstration. Soit ¢ € M. Supposons, pour arriver a une contradiction, que
1 1
¢ ¢ D(0,27-1). Alors, |c| > 27-T. Nous allons montrer par induction que

pE(0) = (e~ = 1)"Hel.

Commencons avec n = 1. Nous avons

[pe(0)] = |07 + c| = |e| > (|e[P~" = 1)"7c].



Maintenant, supposons que ¢a marche avec un certain entier n = k. Nous avons
alors :

[P (0)] = (lefP~t = 1) Hel.

Alors,en k+1 :
e = |(PE(0))P + ¢
> pe(0)” — el
> (e~ = 1) )P — |e]-
Comme |c| > 211%1, cela implique que
Pt —1>1 = (JefP7 = 1)PCD > (JeP~t — 1)L car p > 2
. Ainsi,
e 0)] = (e~ = 1)FHef” — e
> (JefP=t = 1) el = (et = 1)F e

(el = 1) Hel (jelP " = 1) = (e~ = 1)"e].

Ainsi, I’énoncé est aussi vrai en n 4 1. Posons € > 0 tel que
Pt —1=1+e
Ceci est possible puisque |c[P~1 — 1 > 1. Alors, on obtient

Pe(0)] = (1+€)" " el , ¥n > 1.

Comme 1+ € > 1, ceci implique que lim,, o [p?(0)] > limy, 00 (1 +€)" 7 |e| = +o0.
Autrement dit, ¢ ¢ M. C’est une contradiction. On doit donc conclure que ¢ €

D(0,27 7). 0
Théoréme 2.9. c € M <= [pr(0)| <277 , Vn > L.

Démonstration. Montrons d’abord la premiere implication, c’est-a-dire que ¢ €
M implique [p?(0)] < 25T, Supposons que ¢ € M. Alors, |¢] < 25T, D’apres
un résultat sur les ensembles de Julia remplis avec R = max{ || , 251 }, on
obtient que [pZ(0)| < 251 | Vn > 1.

Montrons maintenant la deuxiéme implication : |pl*(0)] < 277 implique ¢ € M.
1
Si [pr(0)] < 27=T , Vn > 1, alors la suite (p(0))22, est bornée. Donc, ce M. O

n=1

3. METHODES DE SOMMABILITE REGULIERES

Une méthode de sommabilité, notée T', est un procédé qui permet de trans-
former une suite (s,)n,>0 de nombres complexes en une nouvelle suite (¢,),>0 de
nombres complexes. Notre attention sera principalement tournée vers les méthodes
matricielles. L’ensemble des suites est noté CNo ot Np := {0, 1,2,...}.



Définition 3.1. Une méthode matricielle T est une application définie sur un sous-
ensemble de CNo déterminée par une matrice (@m,n)m.n>0- Les éléments de la suite
(tn)n>0 sont donnés par

ty = Zanksk ((s$n)n>0 € (CN”)
k=0

st la série converge dans C.

Pour une méthode matricielle T déterminée par une matrice (@m, n)mn>0, OI
note cela par T' = (Gm,n)m,n>0-

Un exemple tres populaire de méthode de sommabilité est la méthode de Cesaro.

Exemple 3.2. La méthode de Cesaro d’ordre 1, noté o, génére la suite (0y)n>0 0U
S0+ 814+ Sp

n+1
et (sp)n>0 € CNo. La méthode o est définie sur tout l’espace CNo. Comme le lecteur

peut le remarquer, la suite (0y,)n>0 est constituée des moyennes des n premiers
termes de la suite (Sy)n>0-

Op 1=

Les méthodes matricielles qui nous intéressent sont celles dites régulieres.
Définition 3.3. Une méthode matricielle T est réguliere si pour chaque suite
(Sn)n>0 telle que s, — s,

(1) chaque t,, est convergent (n > 0).
(2) t, — s lorsque n — 0.

Un célebre théoreme permet de caractériser les méthodes matricielles régulieres.
Théoréme 3.4 (Silverman-Toeplitz [3, théoréme 2]). Soit T = (@ n)m,n>0 Une
méthode de sommabilité matricielle. La méthode T est réguliere si et seulement si

i) D >0 @m,n est absolument convergente , Ym > 0.
i) Il existe L > 0 tel que
Z|am7n| <L, (m=>0).
n>0
i) Pour chaque n > 0, im,,_, oo G = 0.

i) lim,, o0 ano Amn = 1.
Démonstration. Pour la démonstration de ce théoréme, voir [3, théoréme 2]. O

3.1. Méthode de Cesaro. Soit f un polynéme a valeurs complexes de degré
n > 2. Dans le contexte de notre recherche, le premier exemple de méthode utilisée
est la méthode de Cesaro. Notons par

Ko :={2€C : (o0p)n>0 est bornée}

e " 7 7 7.
avec gy, 1= W Sous cette méthode, nous avons observé numériquement

que l'ensemble de Julia rempli restait le méme (voir Figure 1).

Il est en fait possible d’en faire la preuve rigoureusement.



(a) Ensemble de Julia formé normalement. (b) Ensemble de Julia formé avec la méthode
de Cesaro.

F1GURE 1. Comparaison des ensembles de Julia formés normale-
ment et ceux formés avec la méthode de Cesaro. (¢ = 0.1429 +
0.65281).

Théoréme 3.5. Pour tout polynome [ de degré supérieur ou égal d 2, nous avons
K, =K.

Démonstration. Tout d’abord, on fait ’observation suivante : pour chaque n > 1,

_ ") n
(4) Gn_n+1+n+la

n—1-

Nous passons maintenant a la preuve du théoréme. On veut montrer que K = K, .
Faisons l'inclusion K C K. Prenons z € K, alors f™(z) est bornée ce qui implique
qu’il existe un nombre M > 0 tel que | f™(z)| < M pour tout n > 0. Ainsi,

24 I+t ()

lon| =
n+1
< lz| + | f(2)] 4+ ... +]f"(2)] cMAM+ M M(n+1) y
- n+1 - n+1  ond+1 T

On trouve donc que |o,| < M et (0,) est une suite bornée.

Faisons désormais 'inclusion K, C K. On prend donc z € K. Alors, la suite
(0n)n>0 est bornée; ceci implique qu’il existe un M > 0 tel que |o,| < M, Vn > 0.
On proceéde par contradiction. Supposons que VM > 0, In tel que |f"(z)| > M.
Avec M = r ol r est celui de la proposition 2.1, il existe alors ng tel que | f™(z)| > r.
En procédant par induction, on trouve que

(5) £ (F70(2))] = 2" ™ (2)] , W > 1.
D’apres (4), nous avons

n + no i fn+n° (Z)
B — O _ _—.
ntng+1 et 1

Jn+ng -



Ainsi,
[fme(z)l - ntmo

n+ng+1 _n+n0+1
On sait que 0, < M VYm > 0. Avec m = n + ng — 1, on obtient

n -+ ng
n+ng+1

|Ontno| = Ontno—1]-
—n —nNyo
n+ng+1
Donc, pour tout n > 0,

|0'n+n0—1‘ > —

|0‘ |> |fn(fno)(z)| _ n+ng
el = g + 1 n+mng+1

Puis, par (5), on a

[f (@) =2 20" (=), V=0
ce qui implique
20 ()  metng
n+mng+1 B n+no+1

|‘7n+no | >

En laissant n — oo, on trouve
. . 2m| fno
liminf |6y 40,| > lim M —
n—00 n—oon +ng+1

on
—(im — 2 o)) — M

n

Comme lim,, = 00, on conclut que lim,,_,oc Optn, = 00. Ceci contredit

n+no+1
Ihypothese que (o,) est bornée. Alors, cette hypothése doit étre rejetée et on en
conclut que z € K. O

Lorsqu’on prend le polynéme p(z) = p.(z) := 2P+¢, comme c € M < 0 € K,
on en déduit le fait suivant sur ’ensemble M, ou
My :={c€C : (o,)n>0 est bornée. }

Pe(0)++p2(0)

ou g, = — 1

Corollaire 3.6. Pour tout polynome p. de degré supérieur ou égal a 2, nous avons

M, =M.

En fait, la méthode de Cesaro fait partie d’une famille de méthodes de somma-
bilité beaucoup plus grande : les méthodes de Ngrlund.

3.2. Premieres méthodes de Ngrlund. Soit (¢,,),>0 une suite de nombres telle
que g, > 0 et gg > 0 pour tout n > 0. La méthode de Ngrlund associée a la suite
(gn) est la nouvelle suite (t,)n>0 ot chaque élément est défini par I’expression :

So +q181 + @282 + ... +qns
(6) £, = qosSo T 4151 3222 AnSn

n

ou @, :=q +q + ...+ q,. On suppose que

(7) Qn — 0 (n— ).

Cette méthode est notée (N, g,,) au lieu de simplement N pour mettre en évidence
la suite (g,). Le lecteur est prié de consulter la section 3.8 du livre d’Hardy pour

en savoir plus sur ces méthodes. D’apres le [3, théoréme 12], la méthode (N, ¢,,) est
réguliere si et seulement si (7) est satisfaite.
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Remarque 3.7. Si on prend q, = 1, on obtient la méthode de Cesdro. En parti-
culier, la méthode de Cesdro est réguliére.

Théoréme 3.8 (Hardy [3, théoréme 15]). Soit une méthode de Norlund (N, qy,)

réguliere. Supposons qu’il existe un certain nombre § > 0 tel que QQ’; >146>1.

Alors une suite s, — s (n — o) si et seulement si la suite t,, — s (n — o0).

Pour éviter des cas triviaux, supposons qu’a chaque & > 0, il existe un entier

n > 1 tel que QQ: < 1+ 6. Dans ces conditions, on peut montrer qu’il existe une

sous-suite (ng) telle que limg_ 7QQ"’“ . Afin de simplifier davantage, supposons
Ng—1
que

, Qn
im

n—oo Qp_1
Donc, la série entiere )" -, @n,r"™ a un rayon de convergence de 1. Son rayon de
convergence est exactement de 1, car Y nso @n = o0. Ce fait montre que, pour
chaque R > 1, les coefficients @,, croissent de I'ordre de R™ lorsque n — oo. Avec
la notation grand O, on note ceci par @,, = O(R") lorsque n — oo (R > 1). De
plus, la série entiere ) - ¢,r™ a aussi un rayon de convergence de 1. En utilisant
ces nouvelles méthodes, on définit

=1

K+ = {2z € C: (tn)n>0 est bornée.}

ou t, est la suite (6) générée en appliquant la méthode (N, ¢q,) & la suite (s,) =
(f™(2))n>0 pour un certain z € C.

Théoréme 3.9. Soit f un polynome de degré n > 2 et soit (N, qy) une méthode
de Norlund réguliere associée d la suite (q,) et satisfaisant

lim @n

m—r 00 Qn—l

=1.

Alors K = K-

Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.10. Soit (a,)n>0 une suite de nombres réels telle que a, > 0. Si
lim,,yo0(ag + a1 + -+ + ay) = oo, alors pour tout C > 1, il existe une sous-suite
(ng)72, telle que

Démonstration. Procédons par contradiction et supposons qu’il existe un C' > 1

telle que pour toute sous-suite (ng);2 ;, nous ayons a,, < = (k > 1). En particu-
lier, ceci est vrai pour la suite (1,2,3,...). Ainsi, la série ) . a, est convergente,
ce qui contredit notre hypothese. (I

Démonstration. Montrons d’abord que K C K. Soit z € K. Alors, d’apres la
définition, la suite (f™(2))n>0 est bornée. Il existe donc un nombre M > 0 tel que
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|f™(2)| < M pour tout n > 0. En appliquant la méthode de Ngrlund, on obtient

Qolz| + @l f(2)| + - + gulf" (2)]

Qn
G +q1+ ...+ qn

@n

Par conséquent, la suite (¢,,) est bornée et z € K

ltn| <

gM( ):M.

Montrons maintenant I'autre inclusion K+ C K. Soit z € K. Alors, il existe un
nombre M > 0 tel que [t,| < M pour tout n > 0. Remarquons que les moyennes
de Ngrlund s’écrivent comme

tn - Qn_ltn—l + qifn(z)

Ainsi, on déduit 'inégalité

tal 2 (2 - Lot
Qn Qn

Nous savons que, pour chaque C > 1, @, = O(C™) lorsque n — oo. Fixons un

C > 1 pour le restant de la preuve. D’apres le lemme 3.10, il existe une sous-

suite (ng)5, telle que gy, > ﬁ Ainsi, pour k suffissamment grand, il existe une

constante a telle que

INy_1].

Any, a
> .
Qny, — (O
Donc, pour un tel k£, nous obtenons

a
[tn, | > W‘Jmk 2)| —
Supposons, si possible, que la suite (f™(z)) ne soit pas bornée. Alors, il existe
ng tel que [f™(z)] > r ou le r est le méme que celui dans la proposition 2.1.
Par conséquent, en posant M = 2C? dans la proposition 2.1 et en procédant par
induction, nous obtenons

[frme ()] > (22" fo(2)] (n 2 0).
En utilisant cette inégalité et avec k assez grand, on en déduit
2mk "
| nk| = (Cz)nk a(QC)”O |f O(Z)| -M

En laissant k — oo, on obtient lim sup,,_, . t,, = 0o et donc (t,),>0 n’est pas une
suite bornée. Ceci contredit notre hypothese et donc (f™(z)) doit étre une suite
bornée. ]

(2C2)mel fro(2)| = M

Remarque 3.11. Un autre exemple de la premiére méthode de Ngrlund est la
méthode logarithmique ot q, = %ﬂ (n > 0). Cette derniére est définie ainsi

tn = so+—+ +

Qn( nJrl)Nlo;n( 2 +1)

ot Q, =1+ 5 + -+ m+1 ~ logn lorsque n — oco. Le symbole ~ indique que

1+Li4...41
lim —t2 Ty
n—»00 logn
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3.3. Deuxieme méthode de Ngrlund. Il y a un deuxieme type de méthode de
Ngrlund, qui inclut la méthode de Cesaro, mais pas la méthode logarithmique.

Soit (pn)n>0 un suite de nombres réels telle que

(8) po>0 et p, >0 (n>1).
On pose P, :=po +p1 + - -+ pp. Pour une suite (s,),>0 € C°, on pose la m-ieme
moyenne de Ngrlund par
_ DPoSn + p1Sp—1 + ... + PnSo

Pot+pitpet..tpn
Une méthode de Ngrlund de ce type est réguliére si et seulement si
(10) Pn 0.

Po+p1+--+pn

Pour plus de détails sur ce deuxiéme type de méthodes de Ngrlund, le lecteur est

prié de consulter la section 4.1 de 'ouvrage d’Hardy [3]. Selon cette méme référence,
une méthode de Ngrlund du deuxiéme type est notée (N, py,).

9) tn

Remarque 3.12. La deuxieme famille de méthodes de Norlund contient la famille
des méthodes de Cesaro d’ordre o > 0. Pour en savoir plus, voir le [3, chapitre V].

Pour ce cas de méthodes, nous avons aussi observé un phénomene similaire lors-
qu’on lapplique a la suite des itérations d’un polynéme complexe f de degré plus
grand ou égal a 2. On définit I’ensemble Ky par

Kn :={z¢€C : (t,)n>0 est bornée.}
an'i’f(z)pnfl +"'+f"(2)1)0 .

P

ou t, :=

Théoréme 3.13. Soit f un polynéme a valeurs complexes de degré plus grand ou
égal a 2 et soit (N, p,) une méthode de Norlund réguliére. Alors Ky = K.

L’inclusion I C Ky provient de la proposition suivante. C’est en fait toujours
vrai lorsque la méthode satisfait (8) seulement.

Proposition 3.14. Soit (N, p,) une méthode de Nprlund satisfaisant (8). Alors,
si (sn) est bornée, cela implique que (t,) lest aussi.

Démonstration. Si |s,| < M, pour tout n, alors

PoSn + P1Sn—1 + --- + PnSo
Po +p1 ++pn
< polsn| + p1lsn—1| + ... + pnlsol
< poM +piM +ps M + ...+ p, M
o Pot+tp1+ ...+
La proposition est alors bien démontrée. ([

|tn| =

= M.

Il est important de savoir que 'implication inverse est fausse. Il y a plusieurs
exemples simples qui montrent que (¢,,) est bornée, sans que (s,) le soit aussi.

L’inclusion inverse, soit Ky C K demande plus de travail. Elle est basée essen-
tiellement sur le théoréme suivant.
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Théoréme 3.15. Soit (N, p,) une méthode de Norlund réguliére. Posons (Sp)n>0
une suite compleze et (t,)n>o la suite définie par (9). Si |t,|/™ est bornée, alors
|50 |/ Vest aussi.

Bien siir, la propriété que |s,|"/" est bornée est bien plus faible que (s, ) bornée.
Par contre, il y a un cas ou elles sont équivalentes : lorsque s, := f"(z), la n-iéme
composition d’un polynéme f de degré au moins 2 appliquée a z. Alors, soit (s,,) est
bornée, ou |s,|'/™ — oo (voir la proposition 2.2). En particulier, (s,) est bornée si
et seulement si |s,,|'/™ est bornée. En combinant cette observation avec la derniére
proposition et le théoréme ci-dessus, on obtient ce corollaire :

Corollaire 3.16. Soit f un polynome de degré au moins 2, z € C et posons sy, :=
f™(z). Soit (N,py) une méthode de Norlund réguliére de deuxiéme type. Alors (t,)
est bornée si et seulement si (s,) est bornée. En particulier, Ky C K.

D’apres la proposition 3.14 et le corollaire 3.16, on obtient bel et bien que Ky =
K. 11 reste maintenant a prouver le théoreme 3.15. Pour le prouver, il faut tout
d’abord établir ce lemme.

Lemme 3.17. Soit (a,)n>0 une suite de nombres réels. Supposons qu’il existe des
constantes A, B > 0 et un N > 1 tel que

(2) anp < Alap+a1+...+an—1)+B, (n>N).

Alors il existe une constante C' telle que

(3) an <CA+A)", (n>0).

Démonstration. Choisissons C' > B assez grand pour que a,, < C(1+A)™ pour n =
0,1,2,...N — 1. Nous devons prouver par induction sur n que a,, < C(1 + a)™ pour

tout n > 0. Soit n > N, et supposons que a; < C(1+ A)J pour j =0,1,2,...,n—1.
Alors, par (2), on a

an <AC+C(1+A)+..+C1L+A" )+ B

B 1+A4A)" -1
= AC 0+ 4)-1 +B
=C(1+A"-C+B<C(1+ A"
Cela complete 'induction. O

Preuve du théoréme 3.15. Comme la méthode (N, p,) est réguliere, la condition
(10) indique qu’il existe un entier N > 1 tel que m < 1/2 pour tout
n > N, ce qui, aprés un réarrangement, équivaut a

Par le lemme 3.17, il existe une certaine constante C' > 0 telle que p,, < C2" pour
tout n > 0.

Supposons que |t,|'/™ soit bornée. Alors, il existe R > 1 tel que |t,| < R™ pour
: 4 __ PoSntpPiSn—1+...4+PnSo
toujc n > 0. Maintenant en réarrangeant t, = FT T —— , n >0, on
obtient

P0Sn = (Po + . + Pn)tn — (PnSo + ... + p15n—1) (n>0).
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Donc, nous avons

p0‘5n| = (pO + ... +pn)|tn‘ + (pn|50| + . +pl|5n—1|)
<(C14C2+ ...+ C2Y)R" + (C2"[s0| + ... + C2|s,_1])

I/\\

2C(2R)"™ + C(2™|so| + ... + 2|8n—1])-
Il s’ensuit que
|5 <20+C<Is L LIS )
(2R)™ = po PO 2R (2R)"—1
En appliquant le dernier lemme une autre fois, avec a, := (5%\"7 nous déduisons
qu’il existe un constante D telle que
=2 (+5)
<D|[1+ n > 0).

(QR)” pO ( )

Alors, |s,|Y" < (2R)(1 + p%)Dl/" qui est une suite bornée. O

3.4. Méthodes réguliéres exceptionnelles. Jusqu’a présent, les méthodes régu-
lieres que nous avons essayées générent des ensembles de Julia (ou de Mandelbrot)
identiques aux originaux. La question suivante se pose : est-ce que ce fait se produit
pour toute méthode matricielle réguliere ? Dans cette sous-section, nous verrons que
la réponse est non !

D’apres la proposition suivante, la méthode recherchée devra faire grossir 1’en-
semble de Julia rempli.

Proposition 3.18. Supposons que T = (ani) est une méthode de sommabilité
matricielle réguliére. Soit (t,)n>0 la suite des moyennes induites par la méthode T,
c’est-a-dire

E N
AnkSk Sn n>0 e C.
k>0

Si () est bornée, alors (t,) lest aussi.

Démonstration. Si (s,) est bornée, alors il existe un certain S > 0 tel que |s,| <
S, ¥Yn > 0. Aussi, comme (a,x) est une méthode de sommabilité réguliere, alors la
premiére condition du théoréme de Silverman-Toeplitz implique qu’il existe A > 0
tel que Y, < lank| < A pour tout n > 0. Ainsi, pour tout n > 0, on a

[t = D anksk| <D lanllsel <D lans|S < AS.

k>0 k>0 k>0
Donc, (t,) est également une suite bornée. O
Par conséquent, pour une méthode matricielle réguliere T, en posant ’ensemble
K associé a un polynéme f de degré 2 par
Kr:={2¢€C: (ty)n>0 est bornée}
ol t,, 1= ano an 1k f¥(2), on obtient que K C Kr.

Une premiere idée que nous avons eu est de considérer la méthode suivante.
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Exemple 3.19. On définit la méthode T = (am n)m,n>0 comme suit :

0 ,0<n<metn>m+1
(11) A =14 1 ,n=m

—1/2?" ,n=m+1.
1l est simple de montrer que la méthode T satisfait les conditions de Silverman-
Toeplitz. Prenons le polynéme po(z) = 22. D’aprés la proposition 3.18, on sait que
K C Kr. Cependant, le point z = 2 n’appartient pas a K et
22n+1
22"
ce qui implique que 2 € Kp. Autrement dit, K C Kp. La figure 3.4 illustre les
ensembles de Julia formés normalement et avec la méthode de cet exemple.

t, =22 — =0,

L’idée d’associer la suite des itérations de 2 (c’est-a-dire s, := pj(2) = 22")
a la suite (t,)n>0 avec ¢, = 0 se généralise en fait & toute suite (s,)n>0 qui est
divergente.

Théoréme 3.20. Soit une suite de nombres complezes divergente (sy)n>0. Alors
il existe une méthode de sommabilité matricielle réguliere T = (an.m) telle que (t,)
est identiquement la suite 2€éro ot t, = ;<o AnkSk-

Pour prouver ce théoreme, il nous faut un lemme.

Lemme 3.21. Pour une suite de nombres complexes divergente quelconque (Sk)r>0,
il existe une sous-suite (sk, )n>o0 telle que

|S/€n+1| + |Skn|

n>0 |57€n+1 - Skn|

(12)

Démonstration. 1l y a deux cas a considérer, celui ou (si) est bornée et celui ou
elle ne I’est pas. Supposons premiérement que (si) est non-bornée. Alors, il existe
une sous-suite non-nulle (s, ) telle que |sy, | > 2|sy, | pour tout n > 0. Donc,

‘8k71,+1| + |57€n| _ 1+ |Skn/8kn+1‘ < 1+ |Skn/skn+1| < 1+

Skir = Skl L= Sk /Skoyal = 1= ISk, /Skoyn] — 1=

=3.

N[N —=

Ainsi, la condition (12) tient toujours.

Maintenant, supposons que (si) est bornée, disons |si| < S pour tout k > 0.
Comme (si) est divergente, elle ne respecte pas le critére de Cauchy. Alors, il existe
e > 0 tel que, pour tout N > 0, il existe j,k > N avec |s; — sg| > €. Donc, en
prenant n’importe quel N > 0, il existe k > N tel que |s; — sy| > €/2. En utilisant
cette remarque, on peut construire une sous-suite (s, ) telle que |sg,, ., — sk, | > €/2
pour tout n > 0. On a

n+1

[Sknga| + I8kl _ S+ S _ 49

|Skn+1_8kn‘ N 6/2 G

ou la condition (12) tient toujours. O
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(a) Ensemble de Julia formé de la maniére normale

(b) Ensemble de Julia formé avec la méthode présentée
dans ’exemple 3.19

FIGURE 2. Ensemble de Julia formé normalement comparative-
ment & celui formé avec la méthode de I’exemple. (¢ = 0)

Démonstration du théoréme 3.20. D’apres le lemme 3.21, il existe une sous-suite
(Sk, )k>0 telle que la condition (12) tient. Pour tout n > 0, on définit

Sk’n+1/(5kn+1 - Skn) y k= km

ank = =8k, /(Skpis = Sky) » k= knt1,
0, k£ k) knirs
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Cela définit une méthode de sommabilité réguliere. En effet, toutes les autres condi-
tions du théoreme de Silverman-Toeplitz sont clairement satisfaites, et la premiere
condition est aussi satisfaite, & cause de (12). Finalement, pour tout n > 0, on a

_ _ _ Sknt1 ~Skn _
tn = E AnkSk = Qn k, Sky + Onkpy1 Skppy = —— Sk, T ———————8k,,, = 0.
k>0 Sknt1—5k, Sknt1 — Skn
Ceci compléete la preuve. O

Si f est un polynéme de degré au moins 2 et si (s,) est une suite définie itéra-
tivement par s, := f(s,—1), alors soit (s,) est bornée, ou |sy,+1/8,| = co. Dans ce
dernier cas, la condition (12) est automatiquement satisfaite par la suite compléte.
Ainsi, on peut simplement prendre k,, = n dans la construction de cette méthode
de sommabilité T' = (a,) du théoreme 3.20.

4. METHODES NON-LINEAIRES

Nous avons tenté d’étudier une méthode non-linéaire : le procédé d’Aitken Delta-
2. 1l s’agit d’un procédé d’accélération de convergence. Il associe & une suite (sy,)
une nouvelle suite :
(13) t, = SnSn+2 — 3%—1—1 .
Sn + Sn42 — 2Sn+1
Il est clair que ce procédé est non-linéaire. Il pourrait arriver que le dénominateur
vaille 0. Dans ce cas, il suffit de poser t,, := +o0.

En appliquant ce procédé a la suite (s,,) des itérées d’un polynéme f de degré au
moins 2 (c’est-a-dire s,, := f"(z) pour z € C), on peut essayer de créer de nouveaux
ensembles de Julia notés K 4 ou la lettre « A » fait référence a Aitken. Comme dans
les dernieres sections, K est ’ensemble de Julia rempli dans lequel (s,,) reste bornée
et J est sa frontiere, nommé ’ensemble de Julia. Aussi, on note P(f) l’ensemble
des points périodiques de f.

La premiére tache est de déterminer quand la suite (¢, ) sera éventuellement finie,
c’est-a-dire s’il existe un ng tel que t, # oo pour tout n > ng.

Théoréme 4.1. La suite (t,) est éventuellement finie si, et seulement si, la suite
(sn) €évite l'ensemble P(f)NZ(f), ot Z(f) :={z € C: f(f(z)) —2f(2) + 2z =0}.

Démonstration. Supposons tout d’abord qu’un certain s,, € P(f) N Z(f). Comme
Sng € Z(f), on a Spgt2—28ny+1=+Sn, = 0, donc t,, = co. Aussi, comme s,, € P(f),
il existe p > 1 tel que Spo4+kp = Sn pour tout k& > 0. En combinant ces deux
observations, on déduit que t,,4xp = oo pour tout k > 0, donc (t,) n’est pas
éventuellement finie.

Maintenant, supposons que (t,) n’est pas éventuellement finie. Alors s,, € Z(f)
pour une infinité de valeurs de n. Comme Z(f) est 'ensemble des zéros d’un po-
lyndme, c’est un ensemble fini. Ainsi, les valeurs de s,, dans Z(f) doivent éven-
tuellement se répéter, disons s,, = Spy+p. Alors, sy, est un point périodique, donc
Sy € P(F) N Z(f). O

Nous allons maintenant regarder la comportement de la suite (¢,) si le point
initial z est extérieur a K.
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Théoréme 4.2. Siz & KC, alors (t, — s,) est éventuellement bornée. Alors, |t,,| —
0.

Remarque 4.3. En disant éventuellement bornée, il est toujours possible que t,, =
o0 pour un mombre fini de n.

Démonstration. Si z ¢ Ky, alors |s,| — 00, donc (s,,) évite P(f). Par le théoréme
4.1, il s’ensuit que (t,) est éventuellement finie. Dans les calculs qui suivent, nous
supposons que n est suffisament grand pour que t,, # co. En calculant t,, — s, on
trouve :

(SnSnt2 — 5%+1) — 8n(8n + Snt2 — 28n41)
Sp + Sn+2 — 2Sp41
—s2 — S%H + 25,5p41
Sn + Snt2 — 2Sp41

<S%+1> ( 1+ (sn/sn+1)? — 2(sn/Sn41) ) ‘

Sn+42 L+ (sn/Sn+2) — 2(8nt1/Sn+2)

Comme le degré de f(z) est au moins 2, il existe des constantes R, M > 0 telles
que |f(2)/2%| > M quand |z| > R (la preuve est similaire & la preuve de la pro-
position 2.1). Quand [s,| — o0, il s’ensuit que, pour tout n suffisament grand, on
a |snt1/82] > M. Ainsi, la premiere parenthese de la derniere équation est bornée
tandis que la seconde tend vers 1. On en conclut que (¢, — s,,) est éventuellement
bornée. Finalement, comme |s,| — oo et que [t,| > |sn| — [tn — snl, il s’ensuit que
|t,| = oo également. O

tp — S$p =

Nous allons maintenant considérer le comportement de (¢,) si z est dans 1’en-
semble de Julia rempli K. Cela semble plutot difficile a analyser complétement
(méme dans le cas spécial ot f(2) = 22 et que J est le cercle unité). On se
contente du résultat partiel suivant.

Théoréme 4.4. Il y a un sous-ensemble D de J qui est dense et qui est tel que
(tn) est borné quand z € D.

Démonstration. Par un résultat bien connu en dynamique holomorphe (voir, par
exemple, le [2, théoréme 14.10]), P(f) N J est dense dans J. Posons F comme
étant union des cycles périodiques qui rencontrent ’ensemble Z(f) du théoréme
4.1. Donc, F est un ensemble fini et D := J N P(f)\F est toujours dense dans J.
Aussi, si z € D, alors (s,) est une suite périodique et, par le théoréme 4.1, (¢,)
est éventuellement finie. Il s’ensuit que (¢,) est une suite périodique finie et, en
particulier, elle est bornée. (I

Finalement, nous allons considérer la comportement de (¢,) si z € K\J (Uinté-
rieur de ). Pour la majorité des polynomes f, Uintérieur de K est l'union finie des
bassins d’attraction des cycles attractifs, et nous devons nous concentrer sur ce cas.

Théoréme 4.5. Si z est dans le bassin d’attraction des cycles attractifs qui sont
disjoints de Z(f), alors (t,) est éventuellement bornée.
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Démonstration. Sous les hypotheses du théoréme, |s, — a,| — 0, ou (a,) est une
suite périodique telle que a, + any2 — 2a,41 # 0 pour tout n. Par périodicité, il
existe une constante & > 0 telle que |a, + an42 — 2a,41| > 0 pour tout n. Il s’ensuit
que |$p + Spt2 — 28p41| = /2 pour tout n suffisament grand et donc que (¢,) est
éventuellement bornée. O

Ce dernier résultat ne couvre pas le cas important quand le cycle attractif est de
longueur 1, c¢’est-a-dire quand c’est un point fixe attractif. En effet, tous les points
fixes de f sont dans Z(f). Ce cas est couvert séparément par ce théoréeme.

Théoréme 4.6. Si z est dans le bassin d’attraction d’un point fize attractif a de
f, et si s, # a pour tout n, alors t, — a.

Remarque 4.7. Evidemment, si s,, = a pour un certain ng, alors s, = a pour
tout n > ng et donc, t, = oo pour tout n > ng.

Démonstration. Posons s, = a + d,. Un calcul montre que ¢, = a + €,, ou

5n5n+2 B 5721+1
€, = .
5n + 6n+2 - 25n+1

Par hypothese, d,, # 0, donc on peut diviser par ce dernier pour trouver

5n+2/5n - (5n+1/5n)2
14 n=0n .
(14) ¢ <1 F Ony2/0n — 20011 /0n

Maintenant, comme a est un point fixe attractif de f, on a f(a+h) = a+Ah+O(h?),
ot |A| < 1. En utilisant le fait que s,,+1 = f(s,), on obtient que 0,11 = AJ,, +O(52).
En particulier, 6,.1/8, — A. Il s’ensuit que le numérateur de (14) tend vers A\? —
A2 = 0, tandis que le dénominateur tend vers 1 + A% — 2\ = (1 + \)? # 0. Ainsi,
€, — 0 et finalement, ¢, — a, comme mentionné. O

Remarque 4.8. La derniére preuve montre non seulement que €, — 0, mais aussi
)

que €, /6, — 0. C’est l'idée centrale derriére la méthode de Aitken comme technique

pour accélérer la convergence de suites linéairement convergentes.

5. CONCLUSION

Le but de ce travail était d’étudier les relations entre les méthodes de sommabi-
lité, les ensembles de Julia et ’ensemble de Mandelbrot des polynomes p..

Dans la premiere partie de ce travail, nous avons remarqué que certaines mé-
thodes, lorsqu’elles sont appliquées a la suite des itérées d’'un polynéme, ne modifient
pas ’ensemble de Julia associé a ce polynéme et donc ne modifient pas I’ensemble de
Mandelbrot associé aux polynémes p.. Ces méthodes sont les méthodes de Ngrlund
(voir les théoremes 3.5, 3.9, 3.13 et le corollaire 3.6). Ces méthodes particulieres
appartiennent a une classe de méthodes de sommabilité linéaires nommée méthodes
de sommabilité linéaires régulieres. Est-ce que ce résultat est valide a toute la classe
des méthodes réguliéres ?

La réponse est non. Nous avons aussi remarqué qu’il existe des méthodes régu-
lieres qui font muter ’ensemble de Julia associé a un polynoéme. Ceci suggere alors
la question suivante.
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(a) Ensemble de Julia formé normale- (b) Ensemble de Julia formé avec le pro-
ment cédé Delta-2

FiGURE 3. Comparaison des ensembles de Julia formés normale-
ment et ceux formés avec le procédé Delta-2. (¢ = —0.74543 +
0.113012)

Question 5.1. Peut-on caractériser les méthodes de sommabilité linéaires régu-
lieres qui ne changent pas l’ensemble de Julia d’un polynéme ?

Dans la derniére partie de ce travail, nous avons étudié une méthode non-linéaire :
le précédé Delta-2. Nous avons remarqué que K4 C K (voir le théoréme 4.2).
Rappelons que dans le cas des méthodes linéaires régulieres, il s’agit de I'inclusion
inverse qui est toujours vraie : L C Kp pour une méthode linéaire réguliere T
(voir théoreéme 3.18). Ceci nous suggere donc que 'ensemble K 4 serait relativement
différent de K.

Question 5.2. Est-ce que c’est le cas ou est-ce que l'inclusion KK C K4 est vraie ?

Nous avons observé, en fixant un R = 2 dans notre algorithme, que K C 4.
Cependant, si on augmente le nombre R jusqu’a 100 et méme plus, on observe
que K4 se rapproche de K. La figure 3 montre des images de I’ensemble de Julia
construit normalement et construit selon le procédé Delta-2.

Cependant, malgré des évidences numériques, l'inclusion inverse est fausse en
générale. En effet, il y a au moins les points fixes ou les points éventuellement fixes
d’un polynéme qui n’appartiennent pas a Uensemble K4 (voir la remarque apres le
théoréme 4.6).

La réponse a la question 5.2 est pour le moment : on ne sait pas. Jusqu’a ce jour,
nous ne savons pas exactement & quoi ressemble ’ensemble /C 4. Les théoremes 4.4,
4.5, 4.6 sont les premiers pas pour répondre a la question. Donc, il serait bien
d’étudier cette question dans le cadre d’un autre travail. Il serait aussi bien de
généraliser notre approche a d’autres types de méthodes non-linéaires et peut-étre
trouver une méthode qui changerait ’ensemble de Julia.
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