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Introduction

Les espaces de de Branges-Rovnyak ont été introduits par de Branges et Rovnyak dans
I'annexe de leur article [6] portant sur une formulation de la théorie quantique de la diffusion.
Selon ces auteurs, un tel espace est paramétré par une fonction b et il est défini comme
I’ensemble H(b) des fonctions analytiques sur le disque unité D telles que

1 £1l7 := sup [|lg + bgll32 — ||gl|Fr2 < oo
geEH?

De Branges a utilisé la théorie des espaces H(b) développée davantage dans 'ouvrage [5] afin
de fournir une premiere preuve de la conjecture de Bieberbach.

Cependant, le point de vue que nous adoptons dans ce travail est celui exposé dans
I'ouvrage de Sarason [17] et qui est décrit dans les deux ouvrages volumineux de Mashreghi
et Fricain [12, 13]. Plus précisément, 'espace de de Branges—Rovnyak H(b) est défini comme
I'image de lopérateur /I — T,T; : H* — H? muni d’un produit scalaire qui en fait un sous-
espace de Hilbert de H?. La définition précise de ces espaces est donnée dans la section 2.
L’espace H(b) est invariant par Padjoint de l'opérateur de décalage S : H> — H? et, d’une
certaine facon, peut étre considéré comme un type d’espace modele *.

La théorie des espaces de de Branges-Rovnyak se divise en deux cas selon que b est un
point extréme ou non-extréme de la boule unité de H*, ou H*> est l'espace des fonctions
analytiques bornées sur . Plusieurs propriétés des espaces H(b) dépendent de cette dicho-
tomie.

Par exemple, lorsque b est un point non-extréme, H(b) contient tous les polyndémes ana-
lytiques sur D et les fonctions analytiques sur la fermeture de D, noté Hol(clos(ID)). De plus,
Sarason a montré que les polynémes sont denses dans #H(b), mais la preuve ne permet pas
de construire les polynémes qui approximent une fonction f € H(b). Récemment, les auteurs
de [10] ont démontré qu'’il n’est pas possible d’utiliser les techniques usuelles pour approcher
une fonction f € H(b). IIs ont construit un exemple d’espace H () et une fonction f € H(b)
pour lesquels ni les fonctions dilatées f,.(z) := f(rz), ni les sommes partielles de la série
de Taylor de f, ni la moyenne de Cesaro de ces derniéres sommes partielles ne convergent
dans la norme de H(b) vers f. Cependant, ils ont développé une autre technique utilisant les
opérateurs de Toeplitz afin d’extraire une suite de polynomes explicites qui converge dans la
norme de H(b) vers f. Ces résultats sont énoncés brievement a la section 3.

Dans le cas ou b est un point extréme, la situation change drastiquement. Cette situation
est présentée a la section 4. Nous y voyons que I'espace H(b) contient peu de membres de 'es-
pace Hol(clos(ID)). Il s’en suit qu'une approximation par des polynémes est généralement im-
possible. Malgré cette différence importante, Aleman et Malman[2] ont récemment démontré
que l'espace A N H(b) ou A est l'algebre du disque est dense dans H(b). Les mémes auteurs
ont généralisé leur résultat dans larticle [1] pour des espaces de fonctions analytiques définies
sur D & valeurs dans un espace de Hilbert. Toutefois, leur preuve est non-constructive, c’est-
a-dire que la méthode ne permet pas d’obtenir les expressions explicites des fonctions qui

1. Voir larticle [14] pour une introduction aux espaces modéles.
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approchent une fonction f € H(b). Le probleme de these tourne alors autour de la question :
peut-on donner une preuve constructive du fait que 'espace ANH(b) est dense dans I'espace
H(b)?

Dans ce contexte, le but de ce document est de présenter la preuve du théoreme de
Aleman et Malman du cas unidimensionel parue dans leur récent article [1]. Cette démarche
nous permettra de mieux comprendre la preuve et, peut-étre, d’en extraire une méthode
constructive pour la démonstration de la densité de 'espace AN H (D).

1 Notions de base

Nous débutons par introduire quelques notions de base sur les espaces de Hardy, les
opérateurs de Toeplitz et la transformée de Cauchy. Les preuves des résultats de cette sec-
tion se retrouvent, entre autres, dans 'ouvrage de Duren[9], le chapitre 17 de I'ouvrage de
Rudin[16], l'article de Halmos et al.[15], I'ouvrage de Cima et al.[3] et 'ouvrage de Fricain
et Mashreghi[12]. Pour le présent document, nous adoptons les notations suivantes. La lettre
m dénote la mesure de Lebesgue normalisée sur le cercle unité T. Les puissances entieres de
I'exponentielles complexes €' sont notées par x,(0) := €’ ot n est un entier. L’ensemble
des mesures boréliennes a valeurs complexes sur T est noté 9, et 'ensemble des mesures
boréliennes positives finies sur T est noté 91,. Puis, 'ensemble des fonctions holomorphes
sur le disque unité D est noté Hol(D).

Soit 0 < p < oo un nombre réel. L’espace de Hardy H? est I’ensemble des fonctions
f € Hol(D) telles que lim, ;- M,(r; f) < oo ou

My(r: ) 1= [ 1FGOI dm(c).

D’une part, 'application || - ||gr : H? — [0,00) définie par ||f| g := lim, ;- M,(r; f) est
une norme sur H? lorsque p € [1,00) et (H?, | - ||g») est un espace de Banach. D’autre part,
la fonction d : H? x HP — [0, 00) définie par d(f,g) := ||f — gll» est une métrique sur H?
lorsque p € (0,1) et (H?,d) est un espace de Fréchet. D’ailleurs, pour p € (0,00), nous avons
que si f, — f dans H?, alors f,, — f uniformément sur les sous-ensembles compacts de D.
Pour p < 0o, nous avons 'estimation utile suivante (voir [9, p.36]) qui permet de démontrer
les faits précédents :

1
F(z)] < 21“”IImeW, z€D.

Pour le cas p = oo, l'espace de Hardy H> est I'ensemble des fonctions f € Hol(D) telle
que supg_,; Moo (r; f) < 00 olt Muo(7; f) = supeer | f(r¢)]. Dans ce cas, (H*,|| - |[z) est
I’espace des fonctions analytiques bornées sur D et il constitue un espace de Banach.
Chaque fonction f € HP possede des limites radiales presque partout, c’est-a-dire que
f5(¢) := lim,_,;- f(r() existe pour presque tout ¢ € T. La fonction f* est aussi notée f
et nous avons que f € LP := LP(T,m). Dans ce qui suit, P, est ’ensemble des polynémes
trigonométriques de la forme 3-,~qcoxn et || f||} est Uintégrale de |f|? selon la mesure de
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Lebesgue. Aussi, une fonction f est une fonction intérieure si f € H> et |f| = 1 presque
partout sur T. Une fonction extérieure f est une fonction de la forme

/() = Aexp ( [ ot dm(()) ,

ouAN€ET, p>0sur Tetlogy € L.

Théoréeme 1.1. Soit 0 <p < o0 et f € HP.
1. Sip < oo, alors lim, - || f. — fl[b =0 ot f,(¢) := f(r¢) pour ¢ € T. De plus,

[ fllze = 1 1lp-

2. Sip>1etl f(z) = X,s0 002", alors a, = f(n) ou f(n) est le coefficient de Fourier de
f € LP. De plus,

Hp:{fELp:f(n):O Vn<0}.

3. Sip < oo, alors l’espace des polynomes P, est dense dans HP.
4. [ = fifo ou f; est une fonction intérieure et f, € HP est une fonction extérieure.
5. Sip<q, alors H1 C HP.

Le deuxiéme énoncé de ce théoreme permet de définir deux sous-espaces de LP lorsque
p > 1. Tout d’abord, le premier sous-espace est défini comme Hf := {f € H? : f(0) =0}. 1l
s’agit de I'espace des fonctions f € HP qui s’annule en z = 0. Puis, le deuxiéme sous-espace est
noté H'. Il ’agit de Pensemble des fonctions de la forme f ol f € H? et Z := Re z—ilm z est le
complexe conjugué d’un nombre complexe z. La fermeture d’un espace M est notée clos(M)
pour éviter la confusion avec le complexe conjugué. Notons que H? N H = {\ : A€ C}
et que LP = H? & H,'. A quelques reprises durant ce travail, nous rencontrerons la classe
des fonctions analytiques sur D appelée la classe de Smirnov. Celle-ci est définie comme
I'ensemble des fonctions f = 2 ot g € H* et u est une fonction extérieure. Cette classe de
fonctions est notée N*. Un théoréme dii & Smirnov indique que si f € Nt et que f € L
pour un certain p > 0, alors f € HP.

Le cas p = 2 fournit un espace de Hilbert, appelé I'espace de Hardy. Pour w € D, la
fonctionnelle linéaire d’évaluation sur H? définie par f — f(w) est continue et, d’apres le
théoréme de représentation de Riesz, il existe une fonction k,, € H? telle que f(w) = (f, k),
ol (-,-), est le produit scalaire habituel sur L*. Les fonctions k, sont appelées les noyaux
de Szegé-Cauchy de H? et elles sont de la forme ky,(2) = .

Le deuxiéme point du théoreme 1.1 permet de définir la projection de Riesz P, :
L? — H?% Tl s’agit de la projection orthogonale de L? sur H?, c’est-a-dire, Py (3 ,cz CaXn) =
> n>0 CnXn- L'opérateur de Toeplitz T, : H* — H? ou ¢ € L™ est défini par 'expression
T,(f) := Pr(pf). Les principales propriétés des opérateurs de Toeplitz sont recensées dans

©
le théoréme suivant.
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Théoréme 1.2. Soit p,¢ € L.
L ATl = l¢lleos T =T et Tpky = o(w)ky pour w € D.
2. Sip e H* oup € H®, alors TyT, =T5, .
8. T,T, =Ty,T, si et seulement si p,1p € H® ou p,) € H™.

On dénote par S := T, comme l'opérateur de décalage. Il est aussi défini par I’expression
Sf(z) := zf(z). Son adjoint S* est opérateur T, , et il s’écrit aussi comme S*f(z) :=
[(z)=f(0)

z

Nous terminons cette section en introduisant la transformée de Cauchy d’une mesure
p € M. Pour chaque z € D, on définit la transformée de Cauchy C, : D — C d’une mesure
[ € M par 'expression

_ [ du(d)
T1—Cz

Cu(z):

SiR:={f=0C, : p €M} et K est muni des opérations d’addition et de multiplication par
un scalaire habituelles sur ’ensemble des fonctions, alors il est un espace vectoriel. Si u est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue m, alors du = fdm pour une
certaine fonction f € L'. Dans ce cas, on écrit C au lieu de C,,.

Théoréme 1.3. Soit u € M.
1. Siz €D, alors C,(2) = X,50 fl(n)2" ot fi(n) := [3 X—pn dp.
2. R C Myeper HP.
3. Sidp= fdm ou f € L? alors Cy = P(f).

2 Espaces de de Branges—Rovnyak

Dans cette section, nous explorons les propriétés de base des espaces de de Branges—
Rovnyak. En particulier, nous introduisons la définition des espaces de de Branges—Rovnyak
H(b) comme I'image d'un certain opérateur.

2.1 Images d’opérateurs et espaces de Hilbert

Soient (H,(-,-)5) et (Hi,(:,-)5,) deux espaces de Hilbert. L'ensemble des opérateurs
bornés A : Hy — H est noté par B(H1,H) et il est doté de la norme d’opérateur habituelle
| - || On note par A* l'adjoint de A et il faut noter que A* : H — H;. Si Hy = H, alors le
spectre d’'un opérateur borné A est noté par o(A). Pour les propriétés de base et théorémes
fondamentaux de ’analyse fonctionnelle, le lecteur peut consulter 'ouvrage de Conway|4].

Soit un opérateur A € B(H1,H). L'image de cet opérateur est notée ran A et son noyau
ker A. Nous notons aussi l'image de A par M(A) lorsque celle-ci est munie de la structure
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d’espace de Hilbert que nous définissons maintenant. Nous introduisons un produit scalaire
() may sur M(A) par la formule suivante :

(Az, AY) pqay = (T Y)y,  pour z,y € (ker At

I faut remarquer que si z € ker A ou (exclusif) y € ker A, alors (Az, Ay) \i 4y = 0 = (2, 9)4,
et la définition de ce nouveau produit scalaire a du sens dans ce contexte.

La prochaine proposition fait intervenir les notions suivantes. On dit qu’un sous-espace
de Hilbert (M, (-,-) ,) de 'espace de Hilbert H est inclusivement borné a I'intérieur de H
si I'injection ¢ : M — H est bornée. Si c’est le cas, on note M € H. Si l'injection i : M — H
est une contraction, alors on dit que M est inclusivement < contractible > dans H et on
note M — H. Enfin, si ||i(z)||% = ||z||m, alors M est isométriquement inclus dans H.
S’il s’avere que M = H et M est isométrique a H, alors on note cela par M = H.

Proposition 2.1. Soit A: Hy — H et B : Hy — H deux opérateurs bornés.

1. (M(A), (-, ) may) est un espace de Hilbert, M(A) € H et A est une isomérie de M(A)
dans H;.

2. SiyeHet(,y), €H*, alors (-,y),, restreinte a M(A) appartient a (M(A))* et cette
fonctionnelle linéaire sur M(A) est induite par AA*y.

3. M(A) — M(B) si et seulement si AA* < BB*.

4. M(A) = M(B) si et seulement si AA* = BB*. En particulier, M(A) = M((AA*)'/?).

5. M(A) = M ou M est un sous-espace fermé de H si et seulement si A est une isométrie
partielle de Hy dans H. Dans ce cas, nous avons que M(A) = M(AA*).

Démonstration. Nous allons seulement démontrer le deuxieme point de cette proposition.
Les preuves des autres points se trouvent aux [17, chapitre 1] ou [13, chapitre 16]. Comme
M(A) € H, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que ||i(Az)|ly = ||Az|n < c||Az|| pma).-
Alors, pour chaque Az € M(A), puisque (-, y),, appartient a H*, nous avons que

| (Az,y) | < llyllall Azl < ellyllallAzllaa-

Done, (-,¥)4l M(a) €St une fonctionnelle linéaire continue sur M(A). De plus, pour chaque
Az € M(A), nous avons que

<AZL‘, y>7—[ = <I’, A*y>7-[1 = <A?L’, AA*y>M(A)

oll la derniére égalité provient du fait que A*y € ran A* C (ker A)*. O

Supposons que l'opérateur borné A est une contraction de H; dans H. D’une part,
I'espace complémentaire de M(A) est 'espace H(A) := M(Dy4) ott Dy := (I; — AA*)Y/2,
Il faut remarquer que H(A) C H. D’autre part, H(A*) est défini de maniére similaire en
interchangeant les roles de A et A*. Dans ce cas, nous avons plutdt que H(A*) C H;. La
prochaine proposition donne deux relations importantes entre H(A) et H(A*).
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Proposition 2.2. Soit A : H; — H une contraction.

1. Soit x € H. Le vecteur x € H(A) si et seulement si le vecteur A*x € H(A*). Dans ce
cas, nous avons que

<CL’1, I2>’H(A) = <(L’1, [L‘2>,H —+ <A*l’1, A*x2>’H(A*) VIl, To € H(A)

2. M(A)NH(A) = AH(A").
3. Si A est une isométrie partielle de Hy dans H, alors H(A) est le complément orthogonal

de M(A) dans H.

2.2 Définition et propriétés de base

Les propositions énoncées dans la sous-section précédente nous permettent d’introduire
les espaces de de Branges-Rovnyak. Soit b € H* une fonction holomorphe bornée non-
constante? sur D et supposons que ||b||o < 1. Alors, 'opérateur de Toeplitz T, : H? — H?
est une contraction et I'opérateur borné Dy, est bien défini. L’espace de Hilbert associé a T,
est 'espace M(T}) := M(b) muni du produit scalaire défini comme a la section précédente.
L’espace de de Branges—Rovnyak associé¢ a la fonction b est I'espace H(b) := H(Dq,)
muni du produit scalaire

<Dbe7 DTbg>b = <Dbea DTbg)H(DTb) = <f7 g>2 Vf,g € (ker DTb)L-

Il est bien d’observer que f € ker Dy, si et seulement si f € ker(I — T,T3). En effet, si
f € ker Dy, alors (I — T)T3) f = 0. Réciproquement, si f € ker( — TT53), alors

1D3, f115 = (Dr,.f, D, f)y = (I = TiT3)f. f), = 0.

Théoreme 2.1. Soit b € H*® telle que ||b||lo < 1. Soit w € D.
1. M(b) € H? et H(b) € H?.
2. La fonction k,, € (ker Dg,)~*.
3. La fonctionnelle d’évaluation ¢, : H(b) — C est continue.
4. Si kb € H(b) tel que f(w) = <f, kfjj>b pour toute f € H(b), alors kb = (1 —b(w)b)k, et

1 — |b(w)*

K2 = — 1
|| w”b 1 — |U}|2 ( )

5. M(b) = M ot M est un sous-espace fermé de H? si et seulement si b est une fonction
intérieure. Dans ce cas, M(b) = bH>.

Démonstration. Soient ||b]jo < 1 et w € D.

2. Pour le restant du document, il est sous-entendu que b est une fonction non-constante, a moins d’indi-
cation contraire.
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1. Ceci est une application directe du premier point de la proposition 2.1.

2. Supposons que (I — T,T3)k,, = 0. Comme T3k, = b(w)k,, nous trouvons que

0= (I - TyT3)kw = (I — b(w)b)ks,

ce qui implique que b(w)b = 1. Ainsi, on en déduit que b(w) # 0 et donc que b = ﬁ

sur D, une fonction constante. Or, d’apres notre hypothese, b est non-constante. Ainsi,
k. € (ker Dp,)*.

3. D’aprés la propriété du noyau reproduisant k,, de H? et le fait que H(b) € H?, nous
avons que si f € H(b), alors, pour une certaine constante ¢ > 0,

0w (F)] = [f ()] = [ {fs kw)o | < MRwll2ll fll2 < cllwllall /-

4. D’apres le théoreme de représentation de Riesz, il existe k2 € H(b) telle que ¢y, (f) =
<f, k;2)>b pour toute f € H(b). Supposons que f € H(b) et f = Dg, fi avec f; € H?.
Ainsi, nous pouvons calculer

(£K), = Fw) = (f.kw)y = (fr, Drku)y = (f, (I = TyTy)kw), -

Par conséquent, kb = (I — T, T3)ky. Enfin, par la propriété de k  nous avons que

1 — [b(w)?
b2 __ b b _
kG115 = (kS kL), = :

S P

5. D’apres le dernier point de la proposition 2.1, M(b) = M, ou M est un sous-espace
fermé de H?, est équivalent & ce que T}, soit une isométrie partielle sur H?. Or, I'opérateur
Ty, est injectif lorsque b € H®. Ainsi, T, devrait étre une isométrie sur H2. Or, selon
le corollaire 3 de l'article [15], ceci se produit si et seulement si b est une fonction
intérieure. 0

Le troisiéme point de ce théoréme nous permet d’affirmer que H(b) est un espace de Hilbert
a noyau reproduisant dont les noyaux reproduisants sont k2 avec w € D. D’ailleurs, le dernier
point du théoreme jumelé au dernier point de la proposition 2.2 permettent de conclure que
si b est intérieure, alors H(b) = H*> © bH? = K, Pespace modele pour opérateur S* sur H?.
Le prochain théoréme est une conséquence de la propositions 2.1 et 2.2. Il permet de faire un
lien entre H(b) et H(D).

Théoréme 2.2. Soit b € H* telle que ||b]| < 1.
1. M(b) = M(b) et H(b) — H(b).

2. Soit h € H?. Alors, h € H(b) si et seulement si Tzh € H(b). Dans ce cas, quelles que
sotent hy, hy € H(b), nous avons que

(h, ho)y = (hay ha)y + (Tpha, Trha)y -
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3. M) NH(b) = TyH(D).

Démonstration. Les deux derniers points du théoréme proviennent de la proposition 2.2. Pour
le premier point, il suffit de remarquer que si f € H?, alors

(LT3, £y = Tl T5f)y = [P QI < NI0f13 = (T5T0f. f)y - O

Nous disons qu’un espace de Hilbert de fonctions analytiques H est invariant par un
opérateur A si AH C H. Un multiplicateur pour 'espace H est une fonction p € H* telle
que H est invariant par 7,,. On note M, := T¢|H(b) lorsque ¢ est un multiplicateur de #H(b).

Théoréme 2.3. Soient b € H*® telle que ||b]|oo < 1 et ¢ € H*.

1. H(b) et H(b) sont invariants par l'opérateur Ts. De plus, nous avons que
1Tl —nm < el € 1 T5llum—ne < 1€l

2. Tout multiplicateur de H(b) est un multiplicateur de H(D).
3. Si ¢ est un multiplicateur pour H(b), alors M, € B(H(b)) et

w*

Mk, = p(w)k,

Réciproquement, si M € B(H(b)) et si tout k¥ est vecteur propre de M*, alors M = M,
pour un multiplicateur ¢ € H(b).

Démonstration. Le preuve du premier point se trouve au paragraphe I1-7 dans le livre [17].
Pour les points deux et trois, les preuves se trouvent au paragraphe II-10 de 1'op. cit. O

Un cas particulier du premier point du théoreme 2.3 est celui ou ¢ = x; puisque 7, = 5.
Ainsi, nous obtenons que H(b) et H(b) sont invariants par 'opérateur S* = T5. La restriction
de S* a l'espace H(b) est notée X.

Jusqu’a présent, nous avons vu que les fonctions k% appartiennent a I'espace H(b). Il est
possible d’obtenir d’autres exemples explicites de fonctions appartenant a #H(b). Nous nous
en tiendrons a I’exemple suivant.

Exemple 2.1. Lorsque b € H* et [|b]|c < 1, alors S*b € H(b). En effet, S*b € H(b) si et

seulement si 7350 € H(b) d’apres le théoreme 2.2. Comme H(b) est invariant par S*, nous
avons que

T;S*b = —S*(I — TyTy ) ko = —S*kL € H(b).

Cet exemple nous assure que S*b € H(b). Ceci nous permet de représenter I’adjoint de
l'opérateur X € H(b). L’espression de X* est donnée par (voir I1-9 de [17])

X*h = Sh—(h,S*b),b Vh € H(b).



3 ESPACE DE DE BRANGES-ROVNYAK : CAS NON-EXTREME 9

3 Espace de de Branges—Rovnyak : Cas non-extréme

Soit b € H*® et ||b]|o < 1. On peut montrer [9, Chapitre 7] que b est un point extréme
de la boule unité de H* si et seulement si

/ log(1 — [b]2) dm = —co.
T

Cette section-ci concerne le cas ou b est non-extréme.

3.1 Densité des polynomes

Lorsque b est un point non-extréme de la boule unité de H>, alors log(1 — [b?) € L. Tl
existe donc une fonction a € L' telle que a est extérieure, a(0) > 0 et |a|*> + |b> = 1 sur T.
On dit que (b, a) est une paire. Cette relation entre a et b s’avere tres utile puisque M (a)
est plus simple a traiter que H(b).

Théoréme 3.1. Soit b € H*® un point non-extréme de la boule unité de H> et (b,a) une
paire.

1. M(a) = H(b).

2. Une fonction h € H?* appartient a H(b) si et seulement si Tyzh € M(a). Dans ce cas, il

existe une unique fonction h™ € H? telle que Tyht = Tsh et

1Alls = NP3 + 1A * 13-

3. Si@ e H*™, alors (Tzh)" = Tzh™.
4. L’espace des polynomes Py est dense dans M(a).
5. M(a) est dense dans H(b).

Démonstration. Nous démontrons seulement le dernier point du théoréme. Supposons que
h € H(b) et h L M(a) relativement au produit scalaire de H(b). D’apres le théoreme
2.3, H(b) est invariant sous S*" pour tout entier n > 0. Par conséquent, nous avons que
S*Tzh = T5*"h € M(a) quel que soit 'entier n > 0.

Soit h* € H? I'unique fonction telle que Tzh™ = Tjh et n > 0 un entier. Une application
successive du point 3 du théoréme fournit la relation

(S*nTah>+ - S*nTah+.

Ainsi, comme S**Tzh € M(a), il s’en suit que
0= (h, S T5h), = (h, S Tzh), + (W*, S Th*)_
= (alh, xn), + {alh* P xn), = (alh? + [0H2), X ), -

2

Ainsi, les coefficients de Fourier associés a une valeur —n < 0 de la fonction a(|h|* + |hT|?)
sont nuls. Il s’en suit que a(|h|? + |h*|?) € H}. Cependant, a est une fonction extérieure et
a(0) > 0. Ainsi, d’aprés le théoréme de Smirnov, on en conclut que |h|> + |h*|? € HJ. Ceci
implique que |h|> + |h*]?> = 0 p.p., c’est-a-dire que h = h* = 0. O
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La démonstration précédente est une preuve qu’on juge non-constructive. Il s’avere qu’il
est possible, dans le cas ou b est non-extréme, de fournir une preuve constructive du fait que
le sous-espace des polynémes P, est dense dans H(b). Pour ce faire, il faut passer par une
autre méthode d’approximation.

3.2 Théoreme d’approximation de Toeplitz

Nous nous intéressons maintenant a un théoreme général d’approximation d’une fonction
appartement a H(b) a partir d’opérateurs de Toeplitz. Ce résultat a été démontré dans larticle

[11]. Nous présentons la démonstration de ce résultat pour H(b) puisque le résultat pour H(b)
se déduit de ce dernier.

Théoréme 3.2. Soit (p,) C H™ telle que |¢nlloo < 1 pour tout entier n > 1 et ¢,(0) — 1
lorsque n — o0o. Sib € H* appartient a la boule unité de H™ et f € H(b), alors Ty, f € H(b)
pour tout entier n > 1 et

lim |75, — f]l; = 0.

n—oo

Pour la démonstration de ce résultat, il faut introduire une isométrie entre H(b) et 1'espace
H?(p) ot p := 1 — |b]%. L’espace L*(p) est l'espace des fonctions mesurables f : T — C
telles que la quantité ||f||, := Jp|flpdm est finie. Le produit scalaire sur L*(p) est noté
par (,-) . L'espace H?(p) est la fermeture des polynomes P selon L*(p). Remarquons que
H? H> C H?(p) et que comme P, C H*, alors H* est dense dans H?(p). D’ailleurs, nous
notons par J, : H?> — H?(p) l'injection de H? dans H?(p).

Si ¢ € L?(p), alors nous remarquons que qp = gp'/?p'/? ot gp'/? € L?. Ainsi, nous avons
que gp € L?. Nous introduisons 'opérateur K, : L*(p) — H? par K,q := C,, = P(pq) ou
Cyp est la transformée de Cauchy de fpdm. Du point de vue de la projection P, il est plus
simple de voir que K, est un opérateur borné de (L?*(p), || - ||,) dans I'espace H?. En fait, K,
est une isométrie surjective de H?(p) sur H(b).

1/2

Théoréme 3.3. Soit b € H* et ||b|| < 1.
1. K, est une isométrie surjective de H*(p) dans H(b) et ker K, = (H?(p))*.
2. L’adjoint de K, € B(H?*(p), H?) est J, et K,J, =T,.
3. Sipe H>® et L, : H*(p) — H*(p) est lopérateur de multiplication par ¢, alors

Lol o= 2y < el €t Lyd, = J,T,.

Démonstration. Les démonstrations des deux premiers points se trouvent au paragraphe
I1I-3 de [17]. Nous montrons le troisiéme point. Supposons que ¢ € H™®. Il est clair que
1Lofll, < lellosoll fll, quel que soit f € H?*(p). Si f € H?, alors ¢f € H?, ce qui implique
que J,(pf) = ¢f. Dans ce cas, nous obtenons I’égalité suivante :

Lsojpf =pf= J(@f) = JstOf- O
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Démonstration du théoréme 3.2. Soit f € H(b). D’apres le théoréme 3.3, il existe ¢ € H?(p)
telle que K,q = f et ||q||, = ||f|l;- De plus, d’apres le théoreme 2.3, T f € H(b) pour tout
entier n > 1.

Puis, d’apres le théoreme 3.3, nous avons aussi que L, J, = J,T,, et en y appliquant
Padjoint, on obtient que K,L} = T K, sur H*(p). Comme K, est une isométrie de H?(p)

vers H(b), nous avons que

HT@]F - f||5 = ||L*nq - ‘JHP'

Il suffit maintenant de montrer que cette derniere quantité tend vers 0 lorsque n — oo.
Comme H® est dense dans H?(p), on suppose que ¢ € H*®. Nous avons que

* 2 * 2 2
12,0 = all2 = 15, all2 + lall2 = 2Re (g, Ly, a),
< 2|qll, - 2Re [ lqi*p,pdm
=2 [ 1aP(1 = Rep.)pdm < 2llap'*|%,(1 = Rez, (0)). s
T

A T'aide de la proposition 2.2 et du théoreme 3.2, on déduit un théoreme d’approximation
par des opérateurs de Toeplitz dans le cadre de H(b).

Théoréme 3.4. Soit (p,) C H™ telle que ||onlloc < 00 et lim, oo pn(0) = 1. Si b €
H* avec ||blloc < 1 et si f € H(b), alors Ty [ € H(b) quel que soit Uentier n > 1 et
lim, o |75, f — flls = 0.

Démonstration. Voir le théoreme 5.1 de Particle [11]. O

Gréce a ce dernier théoreme, les auteurs de [11] ont donné une démonstration constructive
du fait que les polynémes forment un sous-espace dense de H(b) (voir le [11, théoreme 4.4]).
En effet, les auteurs ont eu recours a cette approche puisque, dans le cas ou b est non-extréme,
ni 'approximation d’une fonction f € H(b) par ces dilatations f,., ni 'approximation par les
sommes partielles du polynéme de Taylor ou les moyennes de Cesaro ne fonctionnent.

Un exemple d’'un espace H(b) ou b est de type non-extréme est construit comme suit.
Soit by = 7 et ag = % ou 7 = (V5 —1)/2. Alors (by,ap) forme une paire et il a
été démontré dans [18] que lim, 1- ||f. — f|ls, = 0. Cependant, cette propriété n’est pas
vérifiée pour b = byB? oul B est un produit de Blaschke dont les zéros sont aux points
w, = 1 —47" Dans ce cas, lim, ;- ||(f.) "]l = 400 et lim, ;- || f,||p = +o0. Ces résultats
sont contenus dans la section 3 de l'article [11]. La situation pour le cas extréme est tres
différente : I'approximation par des polyndmes est parfois impossible.

4 Espaces de de Branges—Rovnyak : cas extréme

Pour cette section, nous supposons que b est un point extréme de la boule unité de H*.
Ainsi, nous avons dans ce cas que

/ log(1 — [b*) dm = —occ.
T
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D’aprés le [12, corollaire 8.23], nous avons que H?(p) = L?(p) et lisométrie K, : H*(p) —

H(b) est maintenant unitaire.

4.1 Fonctions analytiques sur le cercle unité

Il y a un fait surprenant qui survient pour le cas ou b est extréme. Pour H(b), nous avons
le théoreme suivant.

Théoréme 4.1. Soit b € H>® un point extréme de la boule unité de H*®. Alors H(b) N
Hol(clos(D)) = {0}.

Une fonction f : D — D appartient a espace Hol(clos(D)) si f est analytique sur un
voisinage de D. Pour démontrer ce théoreme, nous avons besoin d’un résultat sur la croissance
des coefficients de Taylor des fonctions de 'espace Hol(clos(D)).

Théoreme 4.2. Soit f : D — I une fonction analytique telle que les limites radiales de f
existent presque partout.

1. f € Hol(clos(D)) si et seulement s’il existe une constante ¢ > 0 telle que f(n) = O(e~")
lorsque n — oo.

2. Si g € LYT) telle que (i) g(—n) = O(e™") pour n — oo et (ii) log|g| &€ L', alors
9="0pp.

Démonstration. Voir les théoremes 5.7 et 4.31 de [12] respectivement. O]

Démonstration du théoréme 4.1. Supposons que h € H(b)NHol(clos(D)). D’apres le théoréme
3.3, il existe une fonction ¢ € H?*(p) telle que K,(¢g) = h et donc par le théoréme 1.3,
P, (pq) = h. De plus, comme b est un point extréme, il s’en suit que log |pg| € L. En effet,
ceci provient de I'inégalité suivante

1/2 1/2

. 1 1
[log |pall = log™ |pg| = —log |p'/*q| — 5 log p > 5(1-—|p g —logp),
ou log™ x := max {0, — log z'}.
Par le théoreme 4.2, nous avons que h(n) = O(e”") lorsque n — oo pour une certaine
constante ¢ > 0. Posons w = pg ou pg € L* Nous avons que pg(n) = h(n) pour n > 0

puisque Py (pq) = h. Il s’en suit que pour n > 0,

w(—n) = /wan dm = /T@X,n dm = pg(n) = h(n).

Comme h(n) = O(e~") lorsque n — oo, alors @(—n) = O(e") lorsque n — co. De plus,
nous avons remarqué que log |pg| € L'. Par conséquent, d’apres le théoréme 4.2, on en déduit
que pg = 0. Par conséquent, h = Py (pq) = 0. ]
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Les fonctions de I'espace Hol(clos(ID))N7H (b) ont aussi une caractérisation. Pour démontrer
cette caractérisation, la notion de vecteur cyclique de l'opérateur S* sur H? est définie.
Une fonction f € H? est cyclique pour S* si et seulement si span {S**f : n > 0} est dense
dans H?. Le prochain théoréme provient de [7], mais davantage de détails se trouvent dans

[3].
Théoréme 4.3 (Thm. 2.2.4 [8]). Soit f € Hol(D). Alors, seulement l'une des deux situations
suivantes peut se produire :

1. f est cyclique pour S*.

2. f est une fonction rationnelle (un vecteur non-cyclique de S*).

Théoréme 4.4. Soit b un point extréme de la boule unité de H*. Si h € H(b) N Hol(D),
alors h est une fonction rationnelle appartenant a ker T5.

Démonstration. Supposons que h € H(b) NHol(D). Alors, d’une part, il existe une constante
¢ > 0 telle que h(n) = O(e~") lorsque n — oo. D’autre part, nous avons que T3h € H(b).
Nous allons montrer que T3h(n) = O(e~") lorsque n — co. Nous avons

(Tsh, Xn)y = (T5h, S"Xo0)y = (S™h, Tyxo)y = Y h(k

k>n

et par conséquent, comme |b(k)| < ||b]|so, nous obtenons que

(T3 xn)y| < D2 €™ =

k>n

D’aprés le théoréme 4.2, on en déduit que T3h € Hol(D) et donc d’apres le théoreme 4.1,
Tzh = 0. Autrement dit, h € ker T3,

Il reste maintenant a démontrer que h est une fonction rationnelle. Un petit calcul fournit
que ker T = ker Tjou b; est le facteur intérieur de b. Un petit calcul fournit aussi que ker 73,
Ky, = H 2 o bH 4 un sous-espace fermé et invariant pour I'opérateur S*. Ainsi, h n’est pas
cyclique pour S*. D’apres le théoreme précédent, h doit étre une fonction rationnelle. O

Ce dernier théoreme élimine toute espoir d’obtenir une approximation polynémiale d’une
fonction f € H(b). Par exemple, si b est une fonction extérieure, alors ker7; = {0}. Le
prochain théoréme indique sous quelle condition l'espace des polynoémes appartient a H(b).

Théoréme 4.5. Soit b € H* telle que ||b||oo < 1. Alors Py C H(b) si et seulement si b est
non-extréme.

Démonstration. Supposons que b est non-extréme. Soit a l'unique fonction extérieure telle
que |al? 4 |b]* = 1 sur T et a(0) > 0. Soit p = 37 _, ¢ X un polynome de degré n. Il suffit
de vérifier que Tgp est un polynome du méme degré. Si k > n, nous avons que

(Tap, Xi)o = (Dsaxi)y = Y D(m =0.

m>k
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Donc, Tzp est un polynome de degré plus petit ou égal a n. Maintenant, vérifions que son
degré est exactement n. Il suffit de vérifier cela pour les polynémes x,,. Si Tzx, a un degré
strictement plus petit que n, alors

0 = (Taxn, Xn>2 = (Xo, a>2 = a(0).

Ceci est une contradiction avec le fait que a(0) > 0. Donc, Tip est un polynéme dont le degré
est exactement n.

Supposons que P, C H(b), mais que b est extréme. Dans ce cas, d’apres le théoréme 4.4,
P, C kerTy. Par conséquent, x, € kerT; pour chaque entier n > 0. Soit £ > 0 un entier.
Alors,

0= <TEXH7XI€>2 = <ank7 b>2 = b(n - k)
Comme n et k sont arbitraires, on trouve que b = 0 identiquement. Une contradiction. [

Du dernier théoréme, on peut remarquer que x, € H(b) si et seulement si b a un zéro
d’ordre n+1 en z = 0. Ces derniers résultats nous poussent donc a penser a un autre espace
de fonctions afin d’approcher les éléments de H (D).

4.2 Densité de H(b)

Nous avons vu a la sous-section 3 que l'espace M(a) = H(b) et que M(a) est dense
dans H(b) lorsque b est non-extréme. La tentation est forte de vérifier si c’est aussi le cas

lorsque b est extréme et ainsi proposer comme candidat le sous-espace H(b) pour approcher
les fonctions de H(b). Le prochain théoréeme brime aussi cet autre espoir.

Théoréme 4.6. Soit b € H*>® un point extréme et b = b;b, ot b; est une fonction intérieure
et b, est une fonction extérieure.
1. H(b) = H(b,) & b,H(b;). De plus, H(b,) — H(b) et Ty, : H(b;)) — H(b) est une
contraction.

2. La fermeture de H(b) dans H(b) est H(b,).
Démonstration. Voir les sections 4 et 5 du chapitre 5 de [17]. O

Dong, il faut déterminer un autre candidat pour le probleme de densité dans ’espace

H(b).

4.3 Densité de P’algebre du disque

Aleman et Malman ont réussi a trouver un tel espace. Ils ont démontré dans [2] que
I'espace ANH(b) est dense dans H(b) ou A est 1'algebre du disque. Ils ont ensuite généralisé
leur théoréme a des espaces de fonctions holomorphes invariants par I’adjoint de I'opérateur
de décalage, soit S*. Dans cette sous-section, nous allons réécrire la preuve de la densité de
I'algebre du disque parue dans [1] pour I'espace H(b) lorsque b est un point extréme. Leur
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preuve fait appel & l'espace clos(AH?), ot A := /1 — |b|2 et la fermeture est dans I'espace

L?. Le but de cette sous-section est de démontrer le théoréme suivant. A moins d’indication
contraire, la fonction b est un point extréme ou non-extréme de la boule unité de H.

Théoréme 4.7. Soit b un point extréme. Alors l'espace AN H(b) est dense dans l’espace

H(b).

Plusieurs outils sont nécessaires afin de faire la preuve de ce théoreme. Le premier outil
est une isométrie que nous obtenons entre 'espace H(b) et un sous-espace fermé de K :=
H? @ clos(AH?). L’espace vectoriel H? @ clos(AH?) est muni du produit scalaire

(/1 ® 91, f2 @ 92) pgaosamz) = (J1: f2)a + (91, 92) -

Théoréme 4.8. Soit b € H* telle que ||b]| < 1.

1. Une fonction h € H? appartient a H(b) si et seulement si il existe une unique fonction
k € clos(AH?) telle que

P, (bh) + P, (Ak) = 0.

De plus, il existe une isométrie J : H(b) — H? & clos(AH?) telle que Jh = h @ k.
2. Le complément orthogonal de J(H(b)) comme sous-espace fermé de H*> @ clos(AH?) est

(J(H(b)))* = {bfeBAf L fe H?}.

Démonstration. Tout d’abord, il faut noter que l'espace U := {bf & Af : f € H?} est un
sous-espace fermé de K. En effet, il suffit de remarquer que l'application de H? — H? @
clos(AH?) définie par f +— bf & Af est une isométrie.

1. Notons par P : H* ® clos(AH?) — H? la projection sur la premiére coordonnée. Nous
montrons que Py est injectif sur U+. Supposons que (h,k) € ker P, N U+. Dans ce
cas, on a évidemment que h = 0. Cependant, (0,k) L U et donc k L Af pour toute
fonction f € H?. Or, nous savons que k € clos(AH?) et ceci implique que k& = 0. Posons
maintenant Uespace H := P;U* muni de la norme ||h|)2, := ||k||3 + ||k]3 = ||P; ' R||%
ot h € H. Autrement dit, H = M(Py|,.). Il s’agit d'un espace de Hilbert de fonctions
analytiques dont les fonctionnelles linéaires sont bornées. Il s’ensuit que H est un espace
de Hilbert a noyau reproduisant. Nous allons montrer que H = H(b) en montrant que
le noyau reproduisant de H est le méme que celui de H(b). Posons, pour w € D,

hoy @ Ly = (1 = b(w)b)k ) @ (—b(w)Ak,).

Alors, nous avons h,, ® l,, € Ut puisqu’un petit calcul fournit

Py (bhy) + Py (y/1 — |b2L,) = 0.
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Puis, si f @ g € U™, alors le calcul suivant

(fshw)y = ((f @ ), (hw @ lw)) g
((F @ 9), (ha © 0 = b(w) ((F @ g). (bl @ /T~ bR )
o),

= (/,
f(w)
permet de conclure que le noyau reproduisant de H est h,,. Il est clair que h,, = k% ou
kP est le noyau reproduisant pour H(b). Par conséquent, nous obtenons que H(b) = H
et [[flw = [Pl

Soit h € H(b). Alors, il existe une unique fonction k € clos(AH?) telle que Py (h®k) = h
et h® k € U*. Ainsi, pour chaque fonction f € H?, nous avons que

O:Aﬁwﬂm+A¥A7mn:@m+Ahf% 2)

et donc bf +Ak € EQ. Réciproquement, supposons que hdk € H*@®clos(AH?) remplit
la condition Py (bh + Ak) = 0. Alors, bh + Ak € Hy". Autrement dit, h © k € U* par
I'équation (2). Ainsi, Pth = h € H = H(b). On obtient bien le résultat de ce premier
point. L’isométrie recherchée est J := Pfl‘UL puique ||k = || P h| -

2. Nous avons noté que U est un sous-espace fermé de K et d’apres le premier point
J(H(b)) = Ut 1l s’en suit que (J(H (b))t =U. O

Cette isométrie sera utilisée plus tard pour la démonstration de la densité de A N H(b)
dans H(b).

Afin de poursuivre notre cheminement, nous introduisons des concepts supplémentaires
concernant la transformée de Cauchy d’une mesure p € 91 et les éléments de 'algebre du
disque. On munit C de la norme quotient, c’est-a-dire

[flle ==inf{{lull - f=Cu}, [feC.

Théoréme 4.9. Soit A := Hol(D) N C(D) et C l'espace des transformées de Cauchy.
1. (A)* =C et la dualité est réalisée par le jumelage

(s,f}z/Tsdﬁ, seAdetf=0C,eC.

2. Sipe (0,1), alors il existe une constante ¢, > 0 telle que || f|l, < ¢l fllc-

3. (fn) C C converge faiblement-x vers une fonction f € C si et seulement si f,(z) = f(2)
pour tout z € D et (|| fn]lc) est bornée.

Démonstration. Pour le premier énoncé, voir les pages 83-84 du chapitre 4 de 'ouvrage [3].
Quant au deuxieme énoncé, il s’agit du théoreme démontré par Smirnov et présenté a la page
43 du livre [3]. Enfin, le troisiéme énoncé correspond au théoreme 4.2.5 du méme ouvrage. [
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Le prochain ingrédient dans la preuve de Aleman et Malman est la caractérisation de
la fermeture faible-* d’un ensemble qui appartient a C @ clos(AH?). Afin d’obtenir cette
caractérisation, il faut les résultats suivants.

Théoréme 4.10. Soit B un espace de Banach et S C B*. Sil € B* et [ (Nseskers) = 0,
alors l appartient a la fermeture faible-x de S dans B*.

Théoréme 4.11. Soit (f;) C H™ telle que sup; || fjllc < 00 et f; converge uniformément
sur les ensembles compacts de D vers une fonction f. Si (g;) C L* converge vers une fonction
g en L?, alors (f;g;) converge faiblement-+ dans L* vers la fonction fg.

Théoréme 4.12. Soit (f,,) C C qui converge faiblement-+ vers une fonction f. Alors il existe
une sous-suite (f,,) et des fonctions extérieures My : D — C telles que

1. ||Mk||oo S 1.

2. My, converge uniformément sur les ensembles compacts de D vers une fonction extérieure
non-nulle M.

3. Myfn, € H? pour tout entier k > 1.
4. la suite (Myfy,,) converges faiblement vers la fonction M f € H?.

Démonstration. Voir le [1, lemme 3.3]. O

Théoréme 4.13. Soit S C C @ clos(AH?) un sous-espace vectoriel de la forme
S:={bfoAf: feNt},

ou NT est la classe de Smirnov. Dans ce cas, S est fermé dans C & clos(AH?) selon la
topologie faible-x.

Démonstration. Comme C & clos(AH?) est séparable, d’apres le théoréme de Krein-Smulian,
il suffit de démontrer que S est séquentiellement faiblement-* fermé. Soit (bf, ® Af,)n>1 C S
qui converge faiblement-* vers v @ u dans C @ clos(AH?). En particulier, la suite (bf,) C C
converge faiblement-* vers v et la suite (Af,) converge faiblement-* vers u.

D’une part, un exercice simple montre qu’il existe une sous-suite (Af,, )i>1 telle que
les moyennes de Cesaro (o) définies par oy := %Zle Af,, convergent en norme L?* vers
la fonction u et (04)g>1 converge aussi vers u faiblement dans L?. Ainsi, quitte & passer a
la moyenne de Cesaro, on peut supposer que la suite (Af,) converge en norme L? vers la
fonction u. En particulier, nous avons que sup,,~; ||Afa]l2 < +oc.

Ensuite, d’aprés le théoréme 4.12, comme (bf,,) converge faiblement-* vers la fonction v, il
existe une sous-suite (bf,,, )x>1 et une suite de fonctions extérieures (My)xg>1 avec les propriétés
du théoreme. De plus, d’apres le théoreéme 4.11, nous avons que la suite (A f,,, My )x>1 converge
faiblement vers la fonction Mu dans L?. Par conséquent, ces derniéres affirmations impliquent
que (bfn, MDA fr, My)g>1 converge faiblement dans 1'espace H?@®clos(AH?) vers la fonction
Mv & Mu.
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D’apres le théoréme 4.12, nous avons que bf,, My € H? et || M|/ < 1. Ceci implique que
1 fr Mil5 = 110.f, Mill3 + | A fr M3 < 0.

Comme f,, M) € Nt pour tout k£ > 1, d’apres le théoréme de Smirnov, nous obtenons que
fn. M. € H? pour tout entier k& > 1. 11 s’en suit que bf,, My & Af, My € U quel que soit
Ientier £ > 1. Or, U est un sous-espace vectoriel fermé de H? & clos(AH?). 1l est donc aussi
faiblement fermé dans H? @ clos(AH?). Nous avons Mv @& Mu € U et il existe une fonction
f € H? telle que Mv® Mu = bf ®Af. Par conséquent, comme f/M € N, on peut conclure
quev@u:bﬁ@AﬁeS. n

Une petite remarque s’impose pour bien comprendre la nature de ce résultat. Nous avons
vu que Pespace U = {bf & Af : f € H?} est un sous-espace fermé de K = H? & clos(AH?)
et donc un sous-espace fermé selon la topologie faible dans H? & clos(AH?). Toutefois, les
membres appartenant a U peuvent étre vus comme des fonctionnelles linéaires sur A @
clos(AH?) en les identifiant chacun & un couple de la forme bf dm & Af € C & clos(AH?).
Ces fonctionnelles linéaires agissent de la fagon suivante sur A @ clos(AH?) :

li(u®v) ::/Tqum—i—/TvAfdm, u®v e ADclos(AH?).

Dans ce contexte, I’espace U vu comme un sous-espace de C @ clos(Af) n’est pas fermé selon
la topologie faible-x. Il est alors légitime de savoir quelle est la fermeture faible-x de U dans
C @ clos(AH?). Le théoréme précédent répond que la fermeture faible-* de U est contenue
dans 'espace S puisque U C S.

Le prochain lemme est un résultat qui indique que l'espace J(A N H(D)) est fermé dans
A®clos(AH?), ot J : H(b) — H?*@clos(AH?) est I'isométrie du théoréme 4.8 et A est munie
de sa topologie uniforme. En fait, le lemme donne une caractérisation exacte de J(ANH(b)).

Lemme 4.1. Supposons que pour chaque f € H? 1y := bf & Af est identifiée comme un
élément de C @ clos(AH?). Alors, nous avons que

J(ANHD)) = Nperely.

Démonstration. D’une part, supposons que h € ANH(b). Alors d’apres le théoreme 4.8, nous
avons que Jh L U, c’est-a-dire que

<‘]h’7 bf S Af>HQEBL2(E) - 0, Vf S HZ.

Done, Jh € kerly pour toute f € H? et nous avons bien que J(ANH(b) C Nyep2 ker ;.

D’autre part, supposons que h®k € Nyep2 ker [y, 11 faut noter que ker [y C Ad®clos(AH?).
Ceci implique que h & k € A & clos(AH?). Maintenant, par le fait que h & k € kerl; pour
toute fonction f € H?, nous en déduisons que

0=1;(hak) :/Thwdm+/TkA?dm

et donc que h@ f L U. Or, d’apres le théoréme 4.8, ceci implique que h@ k € J(H(b)). Donc,
nous trouvons bien que h @ k € J(A N H(b)) puisque h € A. O
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Tous les outils sont maintenant a notre disposition pour démontrer le théoreme 4.7.

Démonstration du théoréme 4.7. Supposons que b € H* est un point extréme de la boule
unité de H*°. Dans ce cas, nous devons remarquer que clos(AH?) = H?(p) est un sous-espace
invariant et fermé de l'opérateur de décalage S sur L?(p). Comme b est un point extréme,
d’apres le [12, corollaire 8.23], nous avons I'égalité H?(p) = L?(p). Or, d’apres le [12, théoréme
8.29], les seuls sous-espaces invariants de l'opérateur de décalage sur L?(p) sont de la forme
L*(E) ou E est un sous-ensemble mesurable de T. Soit J : H(b) — H? & L*(E) I'isométrie
du théoréme 4.8 ot Jh = (h, k), k € L*(E) est I'unique solution qui satisfait

Py (bh) + Py (/1 — [p)2k) = 0

et (J(H(D)" =U.

Supposons que h € H(b) soit perpendiculaire a ANH () selon le produit scalaire de H(b).
Le couple Jh vu comme un élément de C @ L*(E) annule J(ANH(D)). En effet, pour chaque
h' € AN H(b), nous avons que Jh' = h' & k' pour une unique k' € L*(E) et

Th(JH') = / W' dm + / KTdm = (TR, Jh) oo = (W 1)y
T T

Comme h L AN H(b), nous devons avoir que (h', h), = 0.

D’apres le théoréeme 4.10 combiné au lemme 4.1, il s’en suit que Jh est dans la fermeture
faible-x de I’ensemble des fonctionnelles identifié a U. Or, d’apres le théoreme 4.13, la ferme-
ture faible-+ de U dans C @ L?*(E) est incluse dans S. Par conséquent, Jh = bf & Af pour
une fonction f € N*. Nous avons que

LA1Z = IBF 112 + IASIZ = (Thy Th) g2 = 185 < oo

D’apres le théoréme de Smirnov, nous déduisons que f € H?. Donc, Jh € U. Toutefois, le
théoreme 4.8 signale que Jh L U. Nous concluons donc que Jh = 0, c’est-a-dire que h = 0
puisque J est injective. O

Ce résultat constitue un grand pas en avant pour la théorie des espaces de de Branges—
Rovnyak et I'approximation des éléments de ces espaces. Il implique que si f € H(b), alors
il existe une suite (f,)n>1 C AN H(b) telle que f,, — f dans la norme de 'espace H(b). Par
contre, comme le lecteur peut le constater, la preuve qui a été présentée ne donne aucune
information sur la forme des fonctions f,,. Il demeure encore ouvert de trouver une technique
qui permette d’expliciter la forme des fonctions f,, et ainsi établir une preuve constructive de
la densité de 'espace ANH(b) dans I'espace H(b). Le probleme de these tourne essentiellement
autour de cette question.

Conclusion

Dans ce travail, la définition et les propriétés des espaces de de Branges—Rovnyak ont été
introduites. Nous avons étudié la densité de certains sous-espaces de H(b) et nous y avons
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décelé différents résultats dépendant de la nature de la fonction b. Dans le cas ou b est non-
extréme, les polynomes sont denses dans 'espace H(b). Dans le cas extréme, la situation
est totalement différente et une approximation polynomiale est impossible. Par contre, le
sous-espace A NH(b) est dense quel que soit la fonction b. Suite & cet avancement majeur de
Aleman et Malman, plusieurs questions s’imposent.

Est-il possible de remplacer ’algebre du disque par un autre sous-espace de fonc-
tions dans I’énoncé du théoréme? Un premier exemple qui vient en téte est 'algebre
de Wiener AT. Cet ensemble est constitué des fonctions analytiques sur le disque telles que
les coefficients de Taylor sont sommables. Plus précisément,

At = {f:]D)—>C D f(2) =) a2 et Z]&n|<oo}.

n>0 n>0

Nous avons bien siir que AT C A et Hol(clos(D)) C A*. La derniére inclusion est stricte.
Le dual de A" est simple & identifier lorsque nous remarquons que A1 est isomorphe a
?*. De ce point de vue, le dual est I’espace ¢>° des suites bornées de nombres complexes.
Malheureusement, cette identification ne permet pas nécessairement d’adapter la preuve de
Aleman et Malman dans le contexte de I'algebre de Wiener. On peut alors poser une autre
question.

Est-il possible d’identifier le dual de 1’algébre de Wiener avec un sous-espace de
mesures 7 Si une telle identification est possible, alors nous pourrions voir si la preuve
d’Aleman et Malman s’adapte a ’algebre de Wiener. L’auteur a pensé a une méthodologie
pour y arriver. Celle-ci consiste d’abord & trouver l'identification entre le dual de A" et un
sous-espace de C. Ensuite, a vérifier si cet espace est dense dans C selon la tolopogie faible-x
sur C. Ainsi, un argument typique de limite peut nous aider a conclure.

Il y a bien stir plusieurs sujets et détails qui n’ont pas été mentionnés dans ce travail. Par
exemple, les mesures de Clark n’ont pas été mentionnées ici. 11 s’agit de représenter la fonction
}—fg comme une intégrale de Herglotz contre une mesure positive p sur T. La mesure p est
alors une mesure de Clark. Dans ce contexte, il est possible de construire une isométrie entre
H?(p) et H(b). Pour davantage de détails, le chapitre 3 de 'ouvrage de Sarason [17] traite de
ces propriétés. Voir aussi les paragraphes 8 et 9 des chapitres 4 et 5 respectivement du méme
ouvrage. Un autre sujet qui n’a pas été traité est le modele de Sz.-Nagy-Foias pour I'opérateur
X. En construisant ce modele, on y trouve une autre maniere d’établir une isométrie de H(b)
dans H? @ H? similaire a celle du théoréme 4.8. Le lecteur est invité & consulter le paragraphe
7 du chapitre 4 et le paragraphe 6 du chapitre 5 du livre [17]. Un autre champ d’étude qui n’a
pas été traité est I'existence de dérivées angulaires de la fonction b. Ce sujet est abordé dans
le chapitre 6 de I'ouvrage précédemment cité. Il permet d’obtenir des propriétés analytiques

de la fonction b, notamment d’obtenir une caractérisation des points fixes de b.
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